Satz 142 (Partialbruchzerlegung)

Seien f,g € K[z] (K = Q,R,C) Polynome mit
grad(g) < grad(f), und es gelte

flx)=(x—a)™ -...-(x —a,)™

mit N > m; > 1 und paarweise verschiedenen a; € K
(i=1,...,r). Dann gibt es eindeutig bestimmte Polynome
g1s---,9r € Klx] mit grad(g;) < m;, so dass gilt:

g__ 9n N gr

f (x—anm (x — o)
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Beweis:

Induktion nach r. Fiir r = 1 ist nichts zu zeigen. Es gelte r > 1.
Sei f=(x—a)™-...-(x—a,). Danngilt f = (z — ay)™ f.
Sei d = grad(f) und d = grad(f). Es geniigt nun, Folgendes zu
zeigen:

Zwischenbehauptung: Es gibt eindeutig bestimmte Polynome

A, B € K[z] mit grad(A) < my, grad(B) < d, so dass

4B
(z—ay)m™ f

9 _
f
gilt.

(Wendet man auf ? die Induktionsbehauptung an, so folgt die
Behauptung des Satzes.)
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Gleichung (1) ist dquivalent zu

Af+ Bz —a)™ =g. (2)

=0
Durch Koeffizientenvergleich mit (2) erhalten wir folgendes inhomogene
lineare Gleichungssystem bestehend aus d Gleichungen in den Unbestimmten
Amq—1y- - ,ao,bd~_1, PN ,b()i

Wir machen den Ansatz: A = 5" "1 g7 B = Z?;é bjzd.

P ca-1
M . bao = : ) (3)
d—1 :
bo -
wobei M eine d x d-Matrix ist, und g = 2%} ¢;z. Wir haben die

Zwischenbehauptung bewiesen, wenn wir zeigen kdnnen, dass die

Matrix M invertierbar (det M # 0) ist. Dazu benétigen wir das
folgende Lemma.
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Lemma 143 . )
Seien A, B € K|[z]| Polynome mit grad(A) > 1 und grad(B) > 1.
Gibt es dann Polynome A, B € K[x], A # 0 oder B # 0, mit

grad(A) < grad(A), grad(B) < grad(B) und
AB + BA =0,
so sind A und B nicht teilerfremd.

Beweis:

Dies folgt sofort aus der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung. [
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Beweis (Forts.):

Nun zuriick zum Beweis von Satz 142. Angenommen det(M) = 0.
Dann wiirde es einen Vektor § = (@m,—1,...,a0,b5 ;,...,bo)" #0
mit M -y = 0 geben, d.h. es wiirde Polynome A = Z?ilo_l a;xt
und B = Z;-l;é bjx’l, A # 0 oder B # 0, geben mit

grad(A) < my, grad(B) < d = grad(f) und

Af + B(x —ap)™ = 0.

Nach Lemma 143 wiren dann f und (z — a1)™ nicht teilerfremd.
Dies ist jedoch ein Widerspruch zur Voraussetzung. Damit ist
Satz 142 bewiesen. O
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3.5 Schnelle Fouriertransformation (FFT, DFT)

3.5.1 Grundlagen

Ein Polynom P =Y, a;2" € C[z] vom Grad < n ist eindeutig
durch seine Koeffizienten a; bestimmt, d.h. man hat eine Bijektion

{Polynome € C[z] vom Grad <n} — C"™!

n
Pazz:aixi = d=(ag,...,an).
i=0

Problem: Py - P; = Pz mit ¢ = (co,...,c2n), ¢k = )_; ax—ib;, und
die naive Berechnung von & benétigt ©(n?) Operationen.

Bemerkung: ¢ = d * b mit ck = y_; Gk—ib; ist die Faltung von @
und b.
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Es gibt noch eine weitere eindeutige Darstellung eines Polynoms.

Lemma 144
Seien P =1 ja;z’ und Q = 37", bja’ Polynome (€ Clx]) vom
Grad < n und seien wy, . ..,w, € C paarweise verschiedene

Elemente. Dann gilt:

P=Q < P(w;) =Q(w;) firallei=0,...,n.

Beweis:

.= Klar.

.<=": Es gelte P(w;) = Q(w;) fir i =0,...,n. Dann ist jedes w;
eine Nullstelle des Polynoms P — Q. Da grad(P — Q) < n gilt,
folgt P — Q@ = 0 aus Satz 139. O
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Man kann leicht zeigen, dass es zu jedem Tupel

(bo, . --,by) € C"! (genau) ein Polynom f € C[z] vom Grad < n
gibt, mit f(w;) =b; fiir i =0,...,n (z.B. das Newtonsche
Interpolationspolynom, benannt nach Sir Isaac Newton
(1643-1727)).

Somit erhalten wir eine weitere Bijektion:

{Polynome € C[z] vom Grad <n} — C"*!
P — (P(wo),...,P(wy))

Vorteil:

Px Q= (P(wo)@wo),- - -, Plwn)Q(wn)) =
(P(wo), -5 Plwn)) - (Q(wo), - - -, Q(wn))-

Multiplikation bendtigt nur O(n) Operationen. ,,-* auf der rechten
Seite bezeichnet hier das komponentenweise (Hadamard)
Vektorprodukt (Jacques S. Hadamard (1865-1963)).
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Problem: Bijektion i.a. zu komplex.
Definition 145

Ein w € C heiBt primitive n-te Einheitswurzel, wenn Wk # 1 fiir alle
k=1,...,n—1und w" =1 gilt, d.h. ord(w) =n in C* =C\ 0.

2 /n

Bemerkung: Es ist w = ¢ eine primitive n-te Einheitswurzel.

Definition 146
Sei w € C eine primitive n-te Einheitswurzel, n € N. Die Abbildung
Frw: C* — C",
a= (CL(), N ,an_l) — (Pa(l), Pa(w), N ,P@(wn_l))
heiBt diskrete Fouriertransformation; wir schreiben auch kurz F fiir
Frw-

Die Fouriertransformation ist nach Jean Baptiste Joseph Fourier
(1768-1830) benannt.
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