Satz 88
@ Sei G = (S,0,1), b€ G und sei
Sp:={b"; meZ}CS
die von b erzeugte Untergruppe von G. Sy ist die kleinste

Untergruppe, die b enthilt.

e Das Bild einer Gruppe (Halbgruppe, Monoid) unter einem
Homomorphismus ist wieder eine Gruppe (Halbgruppe,
Monoid).

e Seien G1 = (S1,0,1) und Go = (Sy,0,1) Untergruppen von
G = (S,0,1). Dann ist auch

GiNGy = <51 ﬂSQ,O,1>

eine Untergruppe von G.
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Beweis:
Trivial, lediglich zur letzten Behauptung:

a€eSiNSy = a_lesl VAN (Z_1€SQ = a‘leSlﬂSQ.
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5.5 Nebenklassen und Normalteiler

Definition 89
Sei H = (T, 0,1) eine Untergruppe von G = (S, 0,1) und sei b € G. Dann heiBt

Tob::{cob; ceT}::Hob
eine rechte Nebenklasse von H in G und
boT := {boc; cGT} =:bo H

eine linke Nebenklasse von H in G (engl.: coset).
Die Anzahl verschiedener Nebenklassen von H in GG heiBt der Index von H in
G-

ind(H) = ind ¢ (H).

H heiBt Normalteiler von G, falls

Hob=boH YbeG

d.h. H ist Normalteiler genau dann, wenn Vb € G : H =bo Hob™!
(. konjugiert").
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Beispiel 90
Betrachte (Z3,, 12 ,1) = ({1,5,7,11}, 12 ,1). Dann gilt: Die
Untergruppe ({1,5}, -12 ,1) ist Normalteiler (folgt aus Definition).

Satz 91
Sei H Untergruppe von G, b € G. Dann ist die Kardinalitat von
H o b gleich der Kardinalitit von H (ebenso fiir bo H ).

Beweis:
Folgt aus der Kiirzungsregel: Betrachte die Abbildung

H>hw— hobe Hob.
Diese Abbildung ist surjektiv und injektiv (Kiirzungsregel!):

hiob=hgsob= h; = hy
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Satz 92

Sei H Untergruppe von G. Dann bildet die Menge der rechten
(linken) Nebenklassen von H eine Partition (Zerlegung einer
Menge in disjunkte Teilmengen) von G.

Beweis:
Klar ist, dass

G C UHob
beG

Seien b,c € G mit HobN Hoc # (), etwa hy ob = hyoc. Dann ist

Hoc=Hohy tohiob=Hob

Diskrete Strukturen 5.5 Nebenklassen und Normalteiler

@©Ernst W. Mayr



Eigenschaften von Nebenklassen:

H sei Untergruppe von G, b,c € G.

@ Zwei Nebenklassen H o b und H o ¢ sind entweder identisch
oder disjunkt.

o Fiiralle b € G gilt |H o b| = |H]|.
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Satz 93 (Lagrange)

Sei G eine endliche Gruppe und H eine Untergruppe in G. Dann
@ haben alle Nebenklassen von H in G gleich viele Elemente;
Q ist |G| =indg(H) - |H|;

@ teilt |H| die Kardinalitit |G| von G ganzzahlig.

Beweis:

@ siche oben;
@ folgt aus Satz 92;
@ folgt aus 2.

Mehr zu Joseph-Louis Lagrange!
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5.6 Satz von Fermat

Satz 94
Sei b € Ng und p € N eine Primzahl. Dann gilt:

W =bmodp, (fallsb# O0modp : P~ = 1modp)

(gemeint ist: die Gleichung bP = b gilt modulo p)
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Beweis:
Zy = {n e{l,...,p—1}ggT(n,p) = 1}

1. Fall:
2. Fall:

3. Fall:

b=0: 0P =0modp

1 < b < p: Betrachte S, = ({t°,b', .. L perd®)-1y ).
Sy ist Untergruppe von Z;.

Lagrange: (ord(b) =) |S| HZ;|(: p—1)

= (GgeN)[g-ord(d)]=p—1

Da b°'4() = 1 (Einselement) ist, gilt:
W=t p=p790) . p = 19.p = bmodp
b > p: Dann gilt:
(3¢, r €eNo,0<r<p)b=gq-p+r].
Damit:

p ) (+)

b =(qg-p+r) rPmodp =" rmodp = bmodp

(%) Binomialentwicklung, die ersten p Summanden fallen weg, da jeweils

= Omod p;
(#x) Fall 1 bzw. 2
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