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Lange von Slicings

@ Lange eines Slicings Z von Graph G kann 1 sein, falls G bipartit ist.

o Allgemein:
Minimaler Wert fiir die Lange eines Slicings eines Graphen hangt von
der minimalen Zahl k ab, so dass G ein k-partiter Graph ist, also von
der sogenannten chromatischen Zahl x(G) des Graphen G.

Definition
Ein Graph ist k-partit, wenn die Knotenmenge V/(G) in k Mengen
Vi, ..., Vg partitioniert werden kann, so dass jeder induzierte Graph G[V/]

(i€ {1,...,k}) keine Kante enthilt.

H. Taubig (TUM) Fortg. Graph- u. Netzwerk-Algorithmen WS'10/11 568 / 656



k-Kanten-Zusammenhangskomponenten
Lange von Slicings
Satz
Fiir jeden Graph G mit |E(G)| > 1 gilt:

min{{(Z) : Z ist Slicing von G} = [log, x(G)]}

Beweis.

@ Sei Z=(C1, G, ..., Cy) ein Slicing von G mit C; = (A;, A;); und
A; U /_\,' =V.

o Firve Vundie{l,...,m} sei b,-(v):{ é :::::Z;ﬁ'

o Partitioniere Knotenmenge V in die 2 Teilmengen V, ..., Vom_1,
indem v € V der Teilmenge Vi mit k =37, bi(v) - 2'~! zugeteilt
wird.

v
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Lange von Slicings

Beweis.
o Falls {u,w} € E, dann ist {u,w} € C; fiir ein i, so dass also Knoten
u und w durch Cut C; getrennt werden.
= bi(u) # bi(w)

u und w sind in verschiedenen Teilmengen V/

Y

Die nichtleeren unter den Teilmengen Vp, ..., Vom_1 bilden eine
Partition von V in unabhingige Mengen (independent sets), also
2™ > x(G) bzw. ¢(Z)=m > [log, x(G)].

4

@ Damit wurde erstmal eine untere Schranke gezeigt.

@ Als nichstes wird gezeigt, dass der Wert [log, x(G)] auch tatsichlich
durch ein Slicing Z* erreicht werden kann.
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k-Kanten-Zusammenhangskomponenten
Lange von Slicings
Beweis.
@ Sei Vo, ..., Vy ()1 eine Partition von V in x(G) unabhingige
Mengen (independent sets) und sei m = [log, x(G)].

@ Sei A; die Vereinigung derjenigen Vi, deren Binirdarstellung den
Term 2/~1 enthilt, also

Ai=|J{Vi: |k/27 | =1mod 2} fiiri={1,...,m}

und A,’ =V \ A,‘

@ Sei wie zuvor C1 = (Al,Al) und C,' = (A,‘,A,‘),’ = (A,‘,/Z\,') — Ujl;i C:,
firi=2,...,m.

o Fir jedes i =1,2,..., m muss es eine Kante {u,w} € E mit u € Vp,

w € V,i—1 geben, da sonst Vo U V51 eine unabhingige Menge ist
(Widerspruch zur chromatischen Zahl x(G))

v
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Lange von Slicings

Beweis.
@ Also gilt: u G_Aj firj=1,...,m,
sowie weA;firj=1,...,i—1 und wecA
= {u, W} € (A,',/_\,'),' = C,'
= kein C; ist leer
o Fiir {u,w} € E gilt auBerdem u € Vi und w € V; fiir ein Paar k # j.

@ Sei i ein Index, so dass die Binardarstellungen von k und j sich im
Term 2/~ unterscheiden.

= ue Ajund w € A; oder u € A; und w € A;
= {u,w}e(A,A)=U"_,C,

n=1

= ECU”, G und Z*=(G,G,...,Cy) ist Slicing von G mit
U(Z*) = m = [logy x(G)]

O

v

H. Taubig (TUM) Fortg. Graph- u. Netzwerk-Algorithmen WS'10/11 572 / 656



Zusammenhang k-Kanten-Zt gskomponenten

Weite von Slicings

Definition
Die Weite eines Slicings Z des Graphen G sei

w(Z) = max{|C|: C ist ein Cut des Slicings Z}

Jeder Cut C von Z mit |C| = w(Z) heiBt Wide Cut des Slicings Z.

@ Ein MinCut bezieht sich auf den Graphen, wahrend ein Wide Cut sich
auf ein bestimmtes Slicing bezieht.
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Zusammenhang k-Kanten-Zt hangskomponenten

Weite von Slicings

o Da jeder Cut C; = (A;, A;); eines Slicings Z von G in einem Cut
(A;, A;) von G enthalten ist, und da jedes Slicing mit einem
beliebigem Cut von G beginnen kann, muss die maximale Weite eines
Cuts gleich der maximalen Anzahl von Kanten in einem beliebigen
Cut sein.

Satz
Fiir jeden Graphen mit |E(G)| > 1 gilt:

max{w(Z) : Z ist Slicing von G} = max{|C|: C ist Cut von G}
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Zusammenhang k-Kanten-Zt hangskomponenten

Weite von Slicings

@ Die minimale Weite eines Slicings ist dhnlich verwandt zu MinCuts,
aber nicht vom ganzen Graphen G.

Satz
Fiir jeden Graphen mit |[E(G)| > 1 gilt:

min{w(Z) : Z ist Slicing von G} = o(G)

= Dualitat zwischen Slicings und Subgraphen:
mZin mcax{\C| : C ist Cut des Slicings Z von G} =
max mCin{|C| . C ist Cut des Teilgraphen G’ von G}
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Weite von Slicings

Beweis.
(Ungleichung in beiden Richtungen)
min{w(Z) : Z ist Slicing von G} >
max{A(G’) : G’ ist Teilgraph von G} = o(G):
@ Sei K ein Cluster von G mit \(K) = o(K).

@ Dann gilt fiir jedes Slicing Z von G, dass es einen ersten Cut C; gibt,
der Knoten von K separiert.

@ Dann muss C; einen Cut fiir K enthalten, so dass
|Ci| > MK) = 0(G).

e Also gilt w(Z) > o(Z) fiir jedes Slicing Z.
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Zusammenhang k-Kanten-Zt gskomponenten

Weite von Slicings

Beweis.
min{w(Z) : Z ist Slicing von G} <
max{A(G’) : G’ ist Teilgraph von G} = o(G):

e Sei Z* = (G,...,Cny) ein Narrow Slicing von G mit Wide Cut C;.

@ Sei G; der Teilgraph von G, der durch C; zertrennt wird

@ Da ein Narrow Slicing nur Minimum Cuts benutzt, folgt
AG)) = w(Z).
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Zusammenhang k-Kanten-Zt hangskomponenten

Weite von Slicings

@ Die Weite eines Slicings muss groBer oder gleich der
durchschnittlichen Anzahl der Kanten in den Cuts des Slicings sein.

@ Aus dem letzten Satz und dem Satz iiber die maximale Linge eines
Slicings folgt damit die folgende untere Schranke fiir die Starke o(G):

Folgerung
Fiir jeden Graphen mit |[E(G)| > 1 gilt:
[E(G)
o(G) > ——~—— > |E(G)|/|V(G
(©) = gyliy > IE@I/IV(O)
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Zusammenhang k-Kanten-Zt hangskomponenten

Narrow Slicings

@ Im Beweis des letzten Satzes war jedes Narrow Slicing ausreichend,
um die Ungleichung der zweiten Richtung zu beweisen. Deshalb
gelten folgende Korollare:

Folgerung
Fiir jedes Narrow Slicing Z* von G gilt: w(Z*) = o(G).

Folgerung
Jeder Wide Cut eines Narrow Slicings von G ist ein Minimum Cut eines
Subclusters von G. )
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k-Kanten-Zusammenhangskomponenten
Narrow Slicings und k-Komponenten

Die nachsten zwei Folgerungen zeigen, dass man ein Narrow Slicing
benutzen kann, um die k-Komponenten (k > 1) und die
Zusammenhangsfunktion zu berechnen.

Folgerung
Seien G[A1], G[Az],...,G[An] die Teilgraphen, die durch das Narrow
Slicing Z = (Cy, G, ..., C) getrennt werden.
Dann ist jede k-Komponente von G gleich einem G[A;] fiir ein
ie{l,...,m}.
Weiterhin ist ein G[A;] (i € {1,..., m}) genau dann eine k-Komponente
von G, wenn

Ai D A; fiirj <i= |G| < |Gl

Und solch ein G[A;|] ist genau dann ein Cluster von G, wenn auch gilt

Ai CA; firj>i= |G| <|Gl.

v
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k-Kanten-Zusammenhangskomponenten
Narrow Slicings und k-Komponenten

Beweis.

e Seien G[A1],..., G[An] die Teilgraphen, die durch das Narrow Slicing
Z=(G,G,...,Cp) getrennt werden, so dass \(G[A/]) = |G
(ied{l,...,m}).

@ Sei H eine k-Komponente von G fiir ein k € {1,...,0(G)}.

@ Dann muss der erste Cut C, aus Z, der Knoten aus H separiert, einen
Cut von H enthalten, also |C,| = A(G[A,]) > A\(H).

e Da H zusammenhingend ist, muss H ein Teilgraph von G[A,] sein,
weil C,, der erste Cut ist, der Knoten aus H separiert.

= GJ[A;] ist ein A\(H)-kanten-zusammenhangender Graph
(A(H) < A(G[AA]))-

e Da H ein maximaler A\(H)-kanten-zusammenhangender Graph (per

Def.) sowie ein Teilgraph von G[A,] ist, gilt H = G[A,].

v
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Narrow Slicings und k-Komponenten

Beweis.

e G[Ai] (i €{1,...,m}) ist in einer \(G[A;])-Komponente H von G
enthalten, und aufgrund des vorangegangenen Arguments gilt
H = G[Aj] fiir ein j < i.

@ Also ist G[A]] selbst eine \(G[A;])-Komponente von G genau dann,
wenn A; D A; fiir j < i impliziert, dass |G| < |Cil.

o Falls weiterhin G[A|] eine \(G[A;])-Komponente ist, dann handelt es
sich genau dann um ein Cluster, wenn A; C A; fiir j > i impliziert,
dass |G| < |Gl

= Die Teilgraphen, die durch ein beliebiges Narrow Slicing von G
zertrennt werden, enthalten alle k-Komponenten von G, und damit
alle Cluster von G, die keine isolierten Knoten sind.

Ol

v
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Narrow Slicings und Kohasionsfunktion

Folgerung

Seien G[A1], G[A2],. .., G[An]| die Teilgraphen, die durch das Narrow
Slicing Z = (Cy, G, ..., Ciy) getrennt werden.
Dann gilt fiir jedes Graphelement x € V(G) U E(G):

) — 0, falls x ein isolierter Knoten in G ist,
max;{|Ci| : x € A; U E(G[A/])}, sonst

e Wenn G[A1],..., G[Ap] die Subgraphen sind, die durch ein Narrow
Slicing Z = (Cy,...,Cy) von G zertrennt werden, dann miissen nicht
alle m Subgraphen G[A;] k-Komponenten sein.

@ Insbesondere, wenn GJ[A|] ein Cluster mit A\(G[A;]) > 2 ist, dann sind
mindestens A\(G[A;]) — 1 der Teilgraphen G[A;] mit j > i echte
Teilgraphen von G[A;] und kénnen demzufolge keine k-Komponenten
von G fiir ein k > 1 sein.

H. Taubig (TUM) Fortg. Graph- u. Netzwerk-Algorithmen WS'10/11 583 / 656




Zusammenhang k-Kanten-Zt hangskomponenten

Berechnung der Zusammenhangsfunktion

@ Der Algorithmus basiert auf der sequentiellen Bestimmung von
globalen Minimum Cuts fiir hochstens |V(G)| — 1 induzierte
Teilgraphen von G.
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Narrow Slicing Algorithmus

Algorithmus 19 : Berechnung eines Narrow Slicings (Matula)

Input : Graph G = (V, E) mit N Komponenten und mindestens einer Kante

Output : Ein Narrow Slicing Z

Représentiere G als Vereinigung seiner Komponenten G = UJN:1 G[P1];

i<+ 1;

while i < |V(G)| — N do

Wahle G; = G[P; ] fiir ein k, so dass |P; x| > 2;

Finde einen MinCut C; = (A, A) von G;. (Beachte AU A = V(G)));

Definiere neue Komponenten-Knoten-Partition {Pi1;} (j € {1,..., N +i}):
P firl<j<k,

Py =14 4 firi=k wit 6] Com || 6Pl
YA fiir j = k+1, ' U&= U [Piss)l:
Py firk+1<j<N+i n=t =1
L i+ i+1
V(G)|-N
G- U C, besteht jetzt nur noch aus isolierten Knoten und
n=1
Z = (G, ..., Qy(e)—n) ist ein Narrow Slicing;
return Z;
H. Taubig (TUM)
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k-Kanten-Zusammenhangskomponenten
Narrow Slicing Algorithmus

@ Urspriinglich wurde von Matula vorgeschlagen, den MinCut mit Hilfe
des Cut Trees von Gomory/Hu zu berechnen.

Hier kann man aber auch andere Algorithmen einsetzen, z.B. den
Stoer/Wagner-Algorithmus.

@ Der Narrow Slicing Algorithmus bestimmt explizit ein Narrow Slicing
Z = (G-, Qy(g)—n), eine Liste Gy,..., Gy (g)—n von
induzierten Graphen, die durch das Slicing zertrennt werden, sowie die
durch Z verursachte geschachtelte Sequenz von
Komponenten-Knoten-Partitionen.

@ Daraus koénnen dann entsprechend den friiheren Sitzen sehr einfach
die Zusammenhangsfunktion, die k-Komponenten und die Cluster
von G bestimmt werden.
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k-Kanten-Zusammenhangskomponenten
Narrow Slicing Algorithmus

e G; = G[P;«] hat hochstens |V(G)| + 2 — N — i Knoten.

@ Also miissten bei Verwendung der Cut Tree Methode hochstens

IV(G)|-N 1
> (V@) +1-N=-i)= SUVEG) = N)(V(6)| = N +1)
i=1
Flussprobleme einfacher Art geldst werden.
@ Fiir einen zusammenhangenden Graphen waren das hochstens (|V(2(;)\)
Flussprobleme.
e Matula gibt die Komplexitit grob mit n* bis n° an.

@ Das entspricht auch ungefahr der GréBenordnung, die man bei
Verwendung des Stoer/Wagner-Algorithmusses errechnen wiirde
(O(m;n; + n?log n;) pro Teilproblem mit n; Knoten und m; Kanten,
summiert fir n;=n—1,...,1)
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