Aus diesem Resultat kdnnen wir einige interessante
Schlussfolgerungen ziehen. Zunichst betrachten wir die
Zufallsvariable

N := Anzahl der Jobs im System (wartend + in Bearbeitung).

Fiir N gilt (die Berechnung von E[N] und Var[N] erfolgt mit den
schon bei der geometrischen Verteilung in Abschnitt 3 verwendeten
Summenformeln)

k>0 P P

(15)
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Abbildung 4 zeigt E[N] als Funktion von p. Man erkennt, wie das
System fiir p — 1 divergiert.

0,0 L ; ; ; ; ; ; L L
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
p

Abbildung: Mittlere Anzahl der Jobs in einer M/M/1-Warteschlange
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Fiir eine weitergehende Analyse der Leistung des Systems
definieren wir fiir den i-ten Job (beziiglich der Reihenfolge, mit der
die Jobs im System ankommen):

R; := Antwortzeit (Gesamtverweildauer im System).

Der Wert von R; hingt natiirlich vom Zustand des Systems zur
Ankunftszeit des Jobs ab. Betrachten wir das System jedoch im
Gleichgewichtszustand, so kdnnen wir den Index i auch weglassen
und einfach von der Antwortzeit R sprechen.

Bei der Berechnung von R hilft uns der folgende Satz.

Theorem 157
(Formel von Little) Fiir Warteschlangen-Systeme mit mittlerer
Ankunftsrate A\, bei denen die Erwartungswerte E[N] und E[R)]
existieren, gilt

E[N] = X - E[R].

Hierbei werden keine weiteren Annahmen (iber die Verteilung der
Ankunfts- und Bearbeitungszeiten getroffen.
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Beweis:

[(Skizze)|Wir beobachten das System iiber einen (langen)
Zeitraum (siehe Abbildung 5). In einer Zeitspanne der Lange ¢
seien n(ty) Anforderungen eingetroffen. N(t) gibt die Anzahl der
Jobs an, die sich zum Zeitpunkt ¢ im System befinden. Nun
betrachten wir die beiden GréBen

n(to) to

Z R;  und N(t)dt.

0

Beide GroBen messen ,,ungefdhr® die in Abbildung 5 grau gefarbte
Flache.
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Abbildung: Graphik zum Beweis des Satzes von Little
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Beweis (Forts.):

Die rechte GroBe misst sogar genau diese Flache, bei der Summe
wird hingegen bei den Jobs, die zur Zeit typ noch im System sind,
die gesamte Aufenthaltsdauer gezihlt, statt nur der Anteil bis zum
Zeitpunkt tg. Fiir groBe tq ist der Unterschied dieser beiden GréBen
aber vernachlassigbar. Fiihrt man daher den Grenziibergang

to — oo durch und normiert beide GréBen mit 1/n(tg), erhilt man

n(to)

1 to t 1 [to \

lim 72Ri: lim —— N(t)dt= lim 0 / N(t

to—o0 n(to) i1 tp—o00 n(to) 0 tp—o0 n(t(]) to Jo ’
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Beweis (Forts.):
Mit

(to)
15 ~ 1 [t - n(to
E R;, N(to) := — N(@#)dt und M(tg) := —
to) = (to) to Jo () (to) to

erhalten wir daraus wegen

A = lim A(t) = lim n(t0)7
to—o0 to—o0 to
IR = i R = Jin R
1 o
E[N] = tolgnooN(to)—tolgnw% N(t)dt
sofort die Behauptung. O
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Bei der Berechnung von E[R] haben wir verwendet, dass sich fiir
lange Beobachtungszeitraume die relative Haufigkeit immer mehr
dem Erwartungswert anndhert. Man vergleiche dies mit dem
Gesetz der groBen Zahlen, Satz 63. Bei den Zufallsvariablen R; ist
allerdings die Unabhangigkeit nicht gesichert und ein formal

korrekter Beweis von E[R] = limy,_,~ R(to) wiirde deshalb
aufwindiger. E[N] = lims, o N(to) gilt aufgrund 3hnlicher
Uberlegungen.

Die obige Argumentation ist zweifellos ein wenig informell, sie
sollte jedoch ausreichen, um die Hintergriinde des Satzes zu

verdeutlichen.
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Mit Satz 157 ist die Berechnung von E[R] fiir die Markov-Kette
aus Abbildung 3 kein Problem mehr. Aus (15) folgt
E[N] p

B[R = =55 = 5 (16)

Manchmal sieht man statt R auch die leicht abgewandelte GroBe
W .= (reine) Wartezeit.

Wegen der Linearitdt des Erwartungswerts ist die Berechnung von
E[W] fir M/M/1-Warteschlangen kein Problem:

1 P
EW|=ER| - —=———. 17
W) =ElR - = ol (a7)
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3.3 Birth-and-Death Prozesse
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