Definition 142

Eine Markov-Kette hei8t irreduzibel, wenn es fiir alle
Zustandspaare i,j € S eine Zahl n € N gibt, so dass pl(?) > 0.
Die Definition besagt anschaulich, dass jeder Zustand von jedem
anderen Zustand aus mit positiver Wahrscheinlichkeit erreicht
werden kann, wenn man nur geniigend viele Schritte durchfiihrt.
Dies ist bei endlichen Markov-Ketten genau dann der Fall, wenn
der gerichtete Graph des Ubergangsdiagramms stark
zusammenhangend ist.
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Lemma 143

Fiir irreduzible endliche Markov-Ketten gilt: fi; = Pr[T;; < oo] =1
fiir alle Zustinde i,j € S. Zusatzlich gilt auch, dass die
Erwartungswerte h;; = E[T;;] alle existieren.
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Beweis:

Wir betrachten zundchst den Beweis fiir die Existenz von h;;.

Fiir jeden Zustand k gibt es nach Definition der Irreduzibilitdt ein
ng, so dass p,(g’“) > 0. Wir halten n;, fest und setzen n := max; n;

und p := miny p,(g.’“).

Von einem beliebigen Zustand aus gelangen wir nach héchstens n
Schritten mit Wahrscheinlichkeit mindestens p nach j. Wir
unterteilen die Zeit in Phasen zu n Schritten und nennen eine
Phase erfolgreich, wenn wihrend dieser Phase ein Besuch bei j
stattgefunden hat. Die Anzahl von Phasen bis zur ersten
erfolgreichen Phase kdnnen wir durch eine geometrische Verteilung
mit Parameter p abschitzen. Die erwartete Anzahl von Phasen ist
somit hochstens 1/p und wir schlieBen h;; < (1/p)n. Daraus folgt
sofort, dass auch f;; = Pr[T;; < oo] = 1. O
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Satz 144
Eine irreduzible endliche Markov-Kette besitzt eine eindeutige
stationare Verteilung 7 und es gilt m; = 1/h;j; fiir alle j € S.

Beweis:
Wir zeigen zunichst, dass es einen Vektor m % 0 mit m = wP gibt.
Sei e := (1,...,1)T der Einheitsvektor und I die Einheitsmatrix.

Fiir jede Ubergangsmatrix P gilt P - e = e, da sich die Eintrige der
Zeilen von P zu Eins addieren. Daraus folgt

0= Pe—e= (P — I)e und die Matrix P — I ist somit singular.
Damit ist auch die transponierte Matrix (P — 1)1 = PT — [
singulér. Es gibt also einen (Spalten-)Vektor m # 0 mit

(PT —1I)-7 =0 bzw. 7T P = nT. Wir betrachten zunichst den
Fall, dass ZZ m; # 0. Dann konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass 7
normiert ist, also dass ), m; = 1 gilt.
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Beweis (Forts.):

Wegen Lemma 143 existieren die Erwartungswerte h;;. Fiir jeden
Zustand j € S gelten somit nach Lemma 137 die Gleichungen

Wihij = 7Tl'(1 + Zpikhkj) firie S, i+#j.
=y

Wir addieren diese Gleichungen und erhalten wegen > . m; =1

7Tjhj+z77ihij = 1+Zz7ﬁpikhkj

itj i€S ktj
= 1+thjzﬂ'ipik:1+27rkhkj-
kAj  ieS ki

Wegen h; > 0 ist auch 7; = 1/h; positiv und 7 stellt somit einen
zuldssigen Zustandsvektor dar.

Fiir den Fall >, m; = 0 zeigt dieselbe Rechnung wie zuvor, dass

mj = 0 fiir alle 7 € S gilt. Dies steht im Widerspruch zu m # 0. [
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Auch wenn eine Markov-Kette irreduzibel ist und somit eine
eindeutige stationdre Verteilung besitzt, so muss sie nicht
zwangslaufig in diese Verteilung konvergieren.

o@io
1

Eine Markov-Kette mit periodischen Zustanden

Als Startverteilung nehmen wir go = (1,0) an. Es gilt:

_ ) (1,0) falls ¢ gerade,
~1(0,1) sonst.

Die Kette pendelt also zwischen den beiden Zustandsvektoren
(1,0) und (0,1) hin und her.
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Definition 145
Die Periode eines Zustands j ist definiert als die groBte Zahl
¢ € N, so dass gilt:

{neNo|p{Y >0} C{i€]ieNo}

Ein Zustand mit Periode £ = 1 heiBt aperiodisch. Wir nennen eine
Markov-Kette aperiodisch, wenn alle Zustiande aperiodisch sind.

DWT 2.5 Stationire Verteilung
(©Ernst W. Mayr



Fiir ein n € N gilt pg?) > 0 genau dann, wenn es im

Ubergangsdiagramm einen geschlossenen Weg von i nach i der
Lange n gibt.

Damit folgt insbesondere:

Ein Zustand i € S einer endlichen Markov-Kette ist sicherlich dann
aperiodisch, wenn er im Ubergangsdiagramm

@ eine Schleife besitzt (also p;; > 0) oder

@ auf mindestens zwei geschlossenen Wegen Wp und Ws liegt,
deren Lingen [; und ls teilerfremd sind (fiir die also

ggT(l1,l2) =1 gilt).
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Lemma 146
Ein Zustand i € S ist genau dann aperiodisch, falls gilt: Es gibt ein

no € N, so dass p\"” > 0 fiir alle n € N,n > ny.
Beweis:

Da je zwei aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen teilerfremd sind,
folgt aus der Existenz eines ng mit der im Lemma angegebenen
Eigenschaft sofort die Aperiodizitidt des Zustands. Nehmen wir
daher umgekehrt an, dass der Zustand ¢ aperiodisch ist. Mit Hilfe
des erweiterten euklidischen Algorithmus kann man die folgende
Aussage zeigen. Fiir je zwei natiirliche Zahlen a,b € N gibt es ein
ng € N, so dass gilt: Bezeichnet d := ggT(a,b) den groBten
gemeinsamen Teiler von a und b, so gibt es fiir alle n € N;n > ng
nichtnegative Zahlen z,y € Ny mit nd = xza + yb.
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Beweis (Forts.):

Wegen pgfﬁyb) > (pz(f))w . (pg)))y folgt daraus unmittelbar: Gilt fiir
a,b € N, dass sowohl pgf) als auch pg’) positiv sind, so gilt auch

pl(.fd) > 0 firallen € N, n > nyg.

Aus der Aperiodizitdt des Zustand ¢ folgt andererseits, dass es
Werte ag, . .., a; geben muss mit pg”) > 0 und der Eigenschaft,
dass fiir d = ggT(agp,a1) und d; := ggT(di—1,a;) firi=2,...,k
giltdy >dy>--->di=1.

Aus beiden Beobachtungen zusammen folgt die Behauptung. O
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Korollar 147

Fiir irreduzible, aperiodische endliche Markov-Ketten gilt: Es gibt
eint € N, so dass unabhingig vom Startzustand (q;); > 0 fiir alle
1€ S.

Beweis:

Aus der Irreduzibilitat folgt, dass die Markov-Kette jeden Zustand
i € S irgendwann besuchen wird. Wegen Lemma 146 wissen wir
ferner, dass die Kette hinreichend viele Schritte nach dem ersten
Besuch in ¢ in jedem folgenden Zeitschritt mit positiver
Wabhrscheinlichkeit zu i zuriickkehren wird. Da die Kette endlich
ist, gibt es daher ein ng, so dass die Kette sich unabhingig vom
Startzustand fiir alle n > ng in jedem Zustand i € S mit positiver

Wahrscheinlichkeit aufhalt. O
DWT 2.5 Stationdre Verteilung
(©Ernst W. Mayr



Die Aperiodizitat einer irreduziblen Markov-Kette kann auf
einfache Weise sichergestellt werden. Man fiigt an alle Zustdnde so
genannte Schleifen an. Diese versieht man mit der
Ubergangswahrscheinlichkeit p = 1/2 und halbiert die
Wahrscheinlichkeiten an allen iibrigen Kanten.

1,0 0,7
.
0,3 1,0
Einfiithrung von Schleifen

Bei irreduziblen Ketten geniigt es, eine einzige Schleife
einzufithren, um die Aperiodizitit der Kette sicherzustellen.

Definition 148
Irreduzible, aperiodische Markov-Ketten nennt man ergodisch.
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