Poisson-Prozess
Wir hatten bei der Diskussion der geometrischen und der
Poisson-Verteilung festgestellt:

Wenn der zeitliche Abstand der Treffer geometrisch verteilt ist, so
ist ihre Anzahl in einer festen Zeitspanne binomialverteilt.

Im Grenzwert n — oo, wobei wir die Trefferwahrscheinlichkeit mit
Pn = A/n ansetzen, konvergiert die Binomialverteilung gegen die
Poisson-Verteilung und die geometrische Verteilung gegen die
Exponentialverteilung. Im Grenzwert n — oo erwarten wir deshalb
die folgende Aussage:

Wenn man Ereignisse zahlt, deren zeitlicher Abstand
exponentialverteilt ist, so ist die Anzahl dieser Ereignisse in einer
festen Zeitspanne Poisson-verteilt.
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Seien 11,75 ... unabhingige exponentialverteilte Zufallsvariablen
mit Parameter \. Die Zufallsvariable T; modelliert die Zeit, die
zwischen Treffer ¢ — 1 und ¢ vergeht.

Fiir den Zeitpunkt ¢ > 0 definieren wir
X(t):=max{n e N |Ty +...+ T, <t}.

X (t) gibt also an, wie viele Treffer sich bis zur Zeit ¢ (von Zeit
Null ab) ereignet haben. Es gilt:
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Fakt 111

Seien T, T, ... unabhingige Zufallsvariablen und sei X (t) fiir

t > 0 wie oben definiert. Dann gilt: X (t) ist genau dann
Poisson-verteilt mit Parameter t\, wenn es sich bei T1,T5, ... um
exponentialverteilte Zufallsvariablen mit Parameter A handelt.

Zum Zufallsexperiment, das durch 17,75, ... definiert ist, erhalten
wir fiir jeden Wert ¢ > 0 eine Zufallsvariable X (¢). Hierbei kénnen
wir t als Zeit interpretieren und X (¢) als Verhalten des
Experiments zur Zeit t. Eine solche Familie (X (¢))>0 von
Zufallsvariablen nennt man allgemein einen stochastischen Prozess.
Der hier betrachtete Prozess, bei dem 17,75, ... unabhingige,
exponentialverteilte Zufallsvariablen sind, heiBt Poisson-Prozess
und stellt ein fundamentales und zugleich praktisch sehr
bedeutsames Beispiel fiir einen stochastischen Prozess dar.
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Beispiel 112

Wir betrachten eine Menge von Jobs, die auf einem Prozessor
sequentiell abgearbeitet werden. Die Laufzeiten der Jobs seien
unabhangig und exponentialverteilt mit Parameter A = 1/30[1/s].
Jeder Job bendtigt also im Mittel 30s.

GemaB Fakt 111 ist die Anzahl von Jobs, die in einer Minute
vollstandig ausgefiihrt werden, Poisson-verteilt mit Parameter
tA=60-(1/30) =2.

Die Wahrscheinlichkeit, dass in einer Minute hdchstens ein Job
abgearbeitet wird, betragt in diesem Fall (tA = 2)

e 4 itxe ™ & 0,406 .
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3.4 Summen von Zufallsvariablen

Satz 113
Seien X und Y unabhingige kontinuierliche Zufallsvariablen. Fiir
die Dichte von Z .= X 4+ Y gilt

fz(z) = /_00 Ix(@) - fy(z—z)dzx.

Beweis:
Nach Definition der Verteilungsfunktion gilt

Fz(t) = Pr[Z <i] = Pr[X +Y <t] = o fxy(@,y)dady

wobei A(t) = {(x,y) € R? |z +y < t}.
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Beweis (Forts.):
Aus der Unabhéangigkeit von X und Y folgt

Fy(t) = " fx(@) - fy(y)dady

- [ i@ ( ) )d:c-

Mittels der Substitution z := x + ¥y, d 2 = d y ergibt sich
t—x

fy dy—/ fr(z—z)dz

und somit

w0 = [ ([ ss-sin)az
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Satz 114 (Additivitat der Normalverteilung)

Die Zufallsvariablen X1, ..., X, seien unabhingig und
normalverteilt mit den Parametern ;,0; (1 <i <n). Es gilt: Die
Zufallsvariable

Z::ale—i—...—i—aan

ist normalverteilt mit Erwartungswert pn = ajp1 + . .. + appy und

Varianz 0% = a20? + ... + a20?2.

Beweis:
Wir beweisen zunichst den Fall n = 2 und a1 = as = 1. Nach
Satz 113 gilt fiir Z := X1 + X5, dass

fz(z) = /_OO fxi(z2—9) fx,(y)dy

[ L(G-y—m)?  (y—p)
— = ly.
2moq02 / P ( 2 ( o? + o3 oy

— 00
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Beweis (Forts.):

Wir setzen
ni= 1+ p2
02 = 0% + 0'%
o= (2~ p)fo

v3 = v — v}

Damit ergibt sich unmittelbar
(z—y—m)®  (y—p)® (z—pm—p)?

2
vy = + —
’ of o3 of +o3

woraus wir
2 2 2 2 2
Yoy — [0y + Yyos — 205 + (1105

01020
ermitteln.
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Beweis (Forts.):
Damit folgt fiir die gesuchte Dichte

1 v? > v3
fZ(Z) = m - exp (—?> . /_Oo exp (—E dy

Wir substituieren noch

t:=wv9und dt = g

dy
0109

und erhalten

— )2 0o 2
fz(z) = 27r1- ~ " exp (—%) /_ exp (—%) dt.

Mit Lemma 99 folgt, dass fz(2) = ¢(z; u, o) ist.
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Beweis (Forts.):

Daraus erhalten wir die Behauptung fiir n = 2, denn den Fall
Z = a1X1 + ao Xo fiir beliebige Werte a1, as € R kénnen wir
leicht mit Hilfe von Satz 100 auf den soeben bewiesenen Fall
reduzieren. Durch Induktion kann die Aussage auf beliebige Werte
n € N verallgemeinert werden. O
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3.5 Momenterzeugende Funktionen fiir kontinuierliche
Zufallsvariablen

Fiir diskrete Zufallsvariablen X haben wir die momenterzeugende
Funktion
Mx(s) = E[e™’]

eingefiihrt. Diese Definition kann man unmittelbar auf
kontinuierliche Zufallsvariablen iibertragen. Die fiir Mx(s)
gezeigten Eigenschaften bleiben dabei erhalten.
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Beispiel 115

Fiir eine auf [a, b] gleichverteilte Zufallsvariable U gilt

b
MU(t) :E[etX] — / etz . ; 1

eta: b
N [t(b - aJ .
tb ta

e —€

t(b—a)’

dx
—a
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Beispiel (Forts.)
Fiir eine standardnormalverteilte Zufallsvariable N ~ N (0,1) gilt

L [T s e

N / T e g
V2 s

2
—=et/2.
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Beispiel (Forts.)
Daraus ergibt sich fiir Y ~ N (u,c?) wegen Y—;E ~N(0,1)

My (t) = E[e"]
= et -E[e(t")'ygu

= et“ . MN(tO')
_ tut(to)?/2

]

DWT 3.5 Momenterzeugende Funktionen fiir kontinuierliche Zufallsvariablen
(©Ernst W. Mayr




Weiterer Beweis von Satz 114;

Beweis:
GemaB dem vorhergehenden Beispiel gilt

My, (t) = ethi+i9°/2.
Wegen der Unabhangigkeit der X; folgt

n
My (t) = E[efm Xt tenXn)) — TTE[el0%)
i=1
n
= [ Mx.(ait)
i=1
n
— H eait,u.i-i-(aitO'i)Q/z
i=1
= etnt(t0)?/2
mit 0 = a1p1 + - - - + appin, und 02 = a20? + - + a0l O]
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4. Zentraler Grenzwertsatz

Satz 116 (Zentraler Grenzwertsatz)

Die Zufallsvariablen X1, ..., X,, besitzen jeweils dieselbe
Verteilung und seien unabhangig. Erwartungswert und Varianz von
X; existieren fiiri = 1,...,n und seien mit ;. bzw. o bezeichnet
(02 >0).

Die Zufallsvariablen Y, seien definiert durch Y,, .= X1+ ...+ X,
fiirn > 1. Dann folgt, dass die Zufallsvariablen

Y, —nu
ov/n

asymptotisch standardnormalverteilt sind, also Z,, ~ N(0,1) fiir
n — 00.

Ly =
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Etwas formaler ausgedriickt gilt: Die Folge der zu Z,, gehérenden
Verteilungsfunktionen F), hat die Eigenschaft

lim F,(z) = ®(x) fiir alle z € R.

n—oo

Wir sagen dazu auch: Die Verteilung von Z,, konvergiert gegen die
Standardnormalverteilung fiir n — oo.
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Dieser Satz ist von groBer Bedeutung fiir die Anwendung der
Normalverteilung in der Statistik. Der Satz besagt, dass sich die
Verteilung einer Summe beliebiger unabhingiger Zufallsvariablen
(mit endlichem Erwartungswert und Varianz) der Normalverteilung
umso mehr anndhert, je mehr Zufallsvariablen an der Summe
beteiligt sind.
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