Definition 35
Sei X eine Zufallsvariable und A ein Ereignis mit Pr[A] > 0. Die
bedingte Zufallsvariable X|A besitzt die Dichte

Pr[, X = 2" N A4]
Pr[A]

Fxjale) = PrlX = o | A]=

Die Definition von fx|4 ist zuldssig, da

Pr[, X =2"NnA Pr[A
Z Txiale) = Z [ Pr[A] = - Pr{A} -

zeWx zeWx

Der Erwartungswert E[X | A] der Zufallsvariablen X|A berechnet
sich entsprechend:

E[X|A] = Z z - fxalz).

zeWx
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Satz 36
Sei X eine Zufallsvariable. Fiir paarweise disjunkte Ereignisse
Ay, ..., Ay mit AjU... UA, = Q und Pr[A4],..., Pr[4,] > 0 gilt

ELX] = > E[X|A] - Pr{Aj].

Fiir paarweise disjunkte Ereignisse A1, Aa, ... mit | J;2; Ay = Q
und Pr[A;], Pr[As],... > 0 gilt analog

E[X] =) E[X|A] - Pr[A],
i=1

sofern die Erwartungswerte auf der rechten Seite alle existieren und
die Summe Y7, |E[X|A;]| - Pr[A;] konvergiert.

DWT 4.2 Erwartungswert und Varianz
(©Ernst W. Mayr



Beweis:

EX]= > z-PrX=z]= ) = ZPI = z|A4;] - Pr[A;]

zeWx rzeWx =1
n
= g Pr[4;] g x - Pr[X =z|A;] = E Pr[4;] - E[X|A;].
i=1 zeWx
Der Beweis fiir den unendlichen Fall verlduft analog. Ol
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Beispiel 37

Wir werfen eine Miinze so lange, bis zum ersten Mal ,,Kopf*
erscheint. Dies geschehe in jedem Wurf unabhingig mit
Wahrscheinlichkeit p. Wir definieren dazu die Zufallsvariable X :=
»Anzahl der Wiirfe”. Wir haben bereits gesehen, dass

Pr(X = k] = p(1 —p)*!

und damit

—oo . el - =
E[X]—;k =P =p g 5
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Beispiel 37
Andere Berechnungsmethode: (gestiitzt auf Satz 36)
Definiere das Ereignis

K :=,Im ersten Wurf fillt Kopf".

Offensichtlich gilt E[X|K;] = 1.
Nehmen wir nun an, dass im ersten Wurf nicht , Kopf" gefallen ist.
Wir starten das Experiment neu.
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Beispiel 37
Sei X’ die Anzahl der Wiirfe bis zum ersten Auftreten von , Kopf*

im neu gestarteten Experiment. Wegen der Gleichheit der
Experimente gilt E[X'] = E[X]. Damit schlieBen wir

E[X|Ki] =1+ E[X'] =1+ E[X]
und erhalten mit Satz 18:

E[X] = E[X| K] - Pr[K1] + E[X|K1] - Pr[K)]
=1p+(1+EX])-(1-p).

Daraus ergibt sich wiederum E[X]| = 1/p.
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4.2.2 Varianz
Wir betrachten die beiden folgenden Zufallsexperimente:

@ Wir wiirfeln (mit einem fairen Wiirfel), bei gerader Augenzahl
erhalten wir 1 Euro, bei ungerader Augenzahl miissen wir 1
Euro bezahlen.

@ Wir wiirfeln (mit einem fairen Wiirfel), bei 6 Augen erhalten
wir 5 Euro, ansonsten missen wir 1 Euro bezahlen.
Beobachtung:
In beiden Fillen ist der erwartete Gewinn = 0.

Dennoch sind die ,, Schwankungen* im ersten Fall geringer als im
zweiten.
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Eine nahe liegende Losung ware,
E[|X — ul]

zu berechnen, wobei 1 = E[X] sei. Dies scheitert jedoch meist an
der ,,unhandlichen” Betragsfunktion. Aus diesem Grund betrachtet
man stattdessen E[(X — p)?], also die quadratische Abweichung
vom Erwartungswert.

Definition 38

Fiir eine Zufallsvariable X mit u = E[X] definieren wir die Varianz
Var[X] durch

Var[X] :=E[(X — p)’] = Y (z—p)* Pr[X =1
zeWx

Die GroBe o := y/Var[X] heiBt Standardabweichung von X.
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Satz 39
Fiir eine beliebige Zufallsvariable X gilt

Var[X] = E[X?] - E[X]?.

Beweis:
Sei p := E[X]. Nach Definition gilt

Var[X] = E[(X — )] = E[X? — 2p- X + 4i?]
E[X?] — 2u - E[X] + 12
E[X?] — E[X]%.

DWT 4.2 Erwartungswert und Varianz

(©Ernst W. Mayr



Beispiel 40

@ Wir wiirfeln (mit einem fairen Wiirfel), bei gerader Augenzahl
erhalten wir 1 Euro, bei ungerader Augenzahl miissen wir 1
Euro bezahlen. Es ist

1 1

@ Wir wiirfeln (mit einem fairen Wiirfel), bei 6 Augen erhalten
wir 5 Euro, ansonsten miissen wir 1 Euro bezahlen.
Es ist
5

1
uzOundVar[X]:6-52+6-(—1)2:5_
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Satz 41
Fiir eine beliebige Zufallsvariable X und a,b € R gilt

Varfa - X +b] = a? - Var[X].
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Beweis:
Aus der in Satz 33 gezeigten Linearitdt des Erwartungswerts folgt

E[X +b] = E[X] + b.
Zusammen mit der Definition der Varianz ergibt sich damit sofort

Var[X +b] = E[(X +b—E[X + b))% = E[(X — E[X])?] = Var[X].
Weiter folgt mit Satz 39:
Var[a - X| = E[(aX)?] — E[aX]? = ’E[X?] — (aE[X])? = a® - Var[X],

und daraus zusammen die Behauptung. O
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Der Erwartungswert und die Varianz gehdren zu den so genannten
Momenten einer Zufallsvariablen:

Definition 42
Fiir eine Zufallsvariable X nennen wir E[X*] das k-te Moment und

E[(X — E[X])¥] das k-te zentrale Moment.

Der Erwartungswert ist also identisch zum ersten Moment,
wahrend die Varianz dem zweiten zentralen Moment entspricht.
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4.3 Mehrere Zufallsvariablen

Beispiel 43

Aus einem Skatblatt mit 32 Karten ziehen wir zufdllig eine Hand
von zehn Karten sowie einen Skat von zwei Karten. Unter den
Karten gibt es vier Buben. Die Zufallsvariable X zadhlt die Anzahl
der Buben in der Hand, wahrend Y die Anzahl der Buben im Skat
angibt. Die Werte von X und Y héngen offensichtlich stark
voneinander ab. Beispielsweise muss Y = 0 sein, wenn X = 4 gilt.
Wie kann man mit mehreren Zufallsvariablen iiber demselben
Wahrscheinlichkeitsraum rechnen, auch wenn sie, wie im obigen
Beispiel, sehr voneinander abhingig sind?

Wir untersuchen Wahrscheinlichkeiten der Art

Pr[X =2,Y =y] = Prl{w; X(w) =2,Y(w) =y}].
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Beispiel 44
Wenn wir nur die Zufallsvariable X betrachten, so gilt fiir

0szsd 4\ ( 28
(2) Go-a)
Go)
10
Allgemein nennt man Zufallsvariablen mit der Dichte
b
() (%)
(a—l—b)
T
hypergeometrisch verteilt. Durch diese Dichte wird ein Experiment
modelliert, bei dem r Elemente ohne Zuriicklegen aus einer

Grundmenge der Machtigkeit a + b mit b besonders
ausgezeichneten Elementen gezogen werden.

Pr[X =z] =

Pr[X =z] =
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Beispiel 44 (Forts.)

Die Zufallsvariable Y ist fiir sich gesehen ebenfalls
hypergeometrisch verteilt mit b =4, a = 28 und r = 2.
Fiir X und Y zusammen gilt jedoch z.B.

PrX =4,Y =1] =0,
und allgemein
(z) GoZa) () (*5577)
(1) (%)

Bemerkung: Die Schreibweise Pr[X = z,Y = y] stellt eine
Abkiirzung von Pr[, X = 2 A'Y = y"] dar. Ein anderes Beispiel ist

Pr[XSx,YSyl,\/?:yg].

Pr[X =2,Y =y| =
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Die Funktion
fX,Y(xay) = PI‘[X = {L‘,Y = y]

heiBt gemeinsame Dichte der Zufallsvariablen X und Y.
Aus der gemeinsamen Dichte fx y kann man ableiten

fx(@)= > fxy(zy) bzw. fr(y)= Y fxy(zy).

yeWy zeWx

Die Funktionen fx und fy nennt man Randdichten.
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Die Ereignisse ,,Y = y“ bilden eine Partitionierung des
Wahrscheinlichkeitsraumes, und es gilt daher

Pr[X =z] = Z PriX =zY =vy| = fx(x).
yeWy

Die Dichten der einzelnen Zufallsvariablen entsprechen also genau
den Randdichten.

Fiir zwei Zufallsvariablen definiert man die gemeinsame Verteilung

Fxy(z,y) =Pr[X <z,Y <y] =Pri{w; X(w) <z,Y(w) <y}]

= > fxx(@y).

o' <wy'<y
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Die Randverteilung ergibt sich gemaB

=> fx@)=> Y fxr(@y)

z'<z ' <zycWy

sowie
=D =D fxy(y)
y'<y y'<yzeWx
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4.3.1 Unabhéangigkeit von Zufallsvariablen

Definition 45
Die Zufallsvariablen X1, ..., X,, heiBen unabhangig, wenn fiir alle
(T1,...,2n) € Wx, X ... x Wx, gilt

Pr[Xy =x1,..., Xy =2, =Pr[X; =21] - ... - Pr[X,, = z,].
Alternativ:

fX1,---,Xn(x17 cee axn) = fX1(x1) Teee an(ib‘n) :

Bei unabhangigen Zufallsvariablen ist also die gemeinsame Dichte
gleich dem Produkt der Randdichten. Ebenso gilt

Fx,. . x,(x1,...,2n) = Fx, (1) - ... - Fx, (zn) .
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Satz 46

Seien X1,..., X, unabhidngige Zufallsvariablen und Si,...,S,
beliebige Mengen mit S; C Wx,. Dann sind die Ereignisse

X1 €817 ..., X, €8S, " unabhingig.

Beweis:
PI‘[Xl €5,...,X, € Sn]

= Z Z PrXi =z1,...,X; = 2]

x1E€S51 Tn€Sh

Un%bh. Z o Z PI"[Xl = xl] P PI'[Xn = :En]

xlésl TnE€Sn

r1€S51 Tn€ESn

=PI‘[X1 € Sl] Ca. 'PI‘[Xn € Sn]

DWT 4.3 Mehrere Zufallsvariablen
(©Ernst W. Mayr



Satz 47

fi,-.., fn seien reellwertige Funktionen (f; : R — R fiir
i=1,...,n). Wenn die Zufallsvariablen X1, ..., X,, unabhingig
sind, dann gilt dies auch fiir f1(X1),..., fn(X5).

Beweis:
Sei z; € Wyx, firi=1,...,nund S; = {z; f(z) = 2}.

Pr(fi(X1) = 2z1,..., fu(Xn) = 2]
= PI‘[Xl €5,...,X, € Sn]

Unabh- prixy € $1]- ... Pr[X, € Sal

=Pr[fi(X1) = z1] - ... - Pr[fu(Xy) = 2] -
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