4.4.2 Dynamisches perfektes Hashing

Sei U = {0,...,p — 1} fiir eine Primzahl p. Zun&chst einige
mathematische Grundlagen.

Definition 36
H}. n, bezeichne in diesem Abschnitt die Klasse aller Polynome
€ Zy|x] vom Grad < k, wobei mit @ = (ag, ...,ax_1) € U
k—1 '
hg(x) = Zajxj mod p | mod n fiir alle x € U .
j=0
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Definition 37
Eine Klasse H von Hashfunktionen von U nach {0,...,n — 1}

heiBt (c, k)-universell, falls fiir alle paarweise verschiedenen
g, T1,--.,Tp_1 € U und fiir alle ig,41,...,1_1 € {O,. o, — 1}
gilt, dass

Pr[h(xo) =g A -+ Ah(wgp—1) = ip—1] < ko

wenn h € H gleichverteilt gewahlt wird.
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Satz 38
Hp,n ist (¢, k)-universell mit ¢ = (1 + %)k

Beweis:
Da Z,, ein Kérper ist, gibt es fiir jedes Tupel (yo,...,yx—1) € Uk
genau ein Tupel (ag,...,ax_1) € Z’; mit

k-1

Zajwi =y, mod p fir alle 0 <r < k.

§=0

Da es sich hier um eine Vandermonde-Matrix handelt, folgt, dass
{a@; hg(xy) =i, mod n fiir alle 0 < r < k}|

= {(wo,---,yk—1) € U*; y, =4, mod n fiir alle 0 < r < k}|

<[z
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Beweis (Forts.):
Da es insgesamt pF Moglichkeiten fiir @ gibt, folgt

k
Pr[h(z,) =i, furalle 0 <7 < k] < [pw
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Kuckuck-Hashing fiir dynamisches perfektes Hashing
Kuckuck-Hashing arbeitet mit zwei Hashtabellen, 77 und 75, die je
aus den Positionen {0,...,n — 1} bestehen. Weiterhin benétigt es
zwei (14 0, O(logn))-universelle Hashfunktionen hq und hy fiir ein
geniigend kleines 6 > 0, die die Schliisselmenge U auf

{0,...,n — 1} abbilden.

Jeder Schliissel = € S wird entweder in Position hi(x) in T} oder
in Position ha(x) in Ty gespeichert, aber nicht in beiden. Die
IsElement-Operation priift einfach, ob = an einer der beiden
Positionen gespeichert ist.
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Die Insert-Operation verwendet nun das Kuckucksprinzip, um neue
Schliissel einzufiigen. Gegeben ein einzufiigender Schliissel x, wird
zunachst versucht, x in Ty [hi(z)] abzulegen. Ist das erfolgreich,
sind wir fertig.

Falls aber Ty [h;(x)] bereits durch einen anderen Schliissel y besetzt
ist, nehmen wir y heraus und fiigen stattdessen z in T7[h;(x)] ein.
Danach versuchen wir, y in Th[ha(y)] unterzubringen. Gelingt das,
sind wir wiederum fertig. Falls T3[h2(y)] bereits durch einen
anderen Schliissel z besetzt ist, nehmen wir z heraus und fiigen
stattdessen y in Th[ho(y)] ein. Danach versuchen wir, z in
Ti[hi(2)] unterzubringen, und so weiter, bis wir endlich den zuletzt
angefassten Schliissel untergebracht haben. Formal arbeitet die
Insert-Operation wie folgt:
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if T1[h1(z)] = x then return fi
repeat MaxLoop times
(a) exchange = und T1[h1(z)]
(b) if z = NIL then return fi
(c) exchange x und T]ha(z)]
(d) if z = NIL then return fi
od
rehash(); Insert(z)

EADS 4.4 Perfektes Hashing
(©Ernst W. Mayr




Fiir die Analyse der Zeitkomplexitdt nehmen wir an, dass die
Schleife ¢-mal durchlaufen wird (wobei ¢ < MaxLoop).

Es gilt, die folgenden zwei Fille zu betrachten:

@ Die Insert-Operation gerat wihrend der ersten ¢t Runden in
eine Endlosschleife

@ Dies ist nicht der Fall
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(@) |X1|->|X2|->|X3|-> """

(b) I?Mle:IXsII:::
| Xiujoab o] Xisjuof o] Xisjug =+ - -

©) ImMXzIﬁXsl::::
| Xiajoa[ 2] Xiajeo 2] Xonpea 20 L

Insert bei Kuckuck-Hashing; Endlosschleife im Fall (c)
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Erster Fall: Sei v <[ die Anzahl der verschiedenen angefassten
Schliissel. Dann ist die Anzahl der Méglichkeiten, eine
Endlosscheife zu formen, hdchstens

da es maximal v3 Maglichkeiten fiir die Werte i, j und [ gibt, n?~*
viele Moglichkeiten fiir die Positionen der Schliissel, und m?~!
viele Moglichkeiten fiir die Schliissel auBer x;.

Angenommen, wir haben (1, v)-universelle Hashfunktionen h; und
ho, dann passiert jede Moglichkeit nur mit einer Wahrscheinlichkeit
von n~2%_ Falls n > (1 4 §)m fiir eine Konstante § > 0, dann ist
die Wahrscheinlichkeit fiir den Fall 1 héchstens

l 1 & 1
§ ,U3nv—1mv—1n—2v < § v3(m/n)v — 0(72) )
nm m
v=3 v=3
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Zweiter Fall:

Lemma 39

Im zweiten Fall gibt es eine Schliisselfolge der Linge mindestens
[/3in x1,...,x;, in der alle Schliissel paarweise verschieden sind.
Beweis:

Nehmen wir an, dass die Operation zu einer bereits besuchten
Position zuriickkehrt, und seien ¢ und j so definiert wie in der
Abbildung.

Es muss eine der Folgen x1,...,2; bzw. x;4j41,...,7; die Lange
mindestens [/3 haben.

EADS 4.4 Perfektes Hashing
(©Ernst W. Mayr




Beweis (Forts.):

Sei also #, ...,z eine solche Folge verschiedener Schliissel in
x1,...,To der Lange v = [(2t — 1)/3]. Dann muss entweder fiir
(i1,12) = (1,2) oder fiir (i1,i2) = (2,1) gelten, dass

hil (xll) = hil ($,2)a hi2 (IJQ) = hi2 (:Eg)v hil (l‘é) = hi1 (:Eﬁl)» cee

Gegeben 1z, so gibt es m“~! mégliche Folgen von Schliisseln

ah, ..., xl. Fir jede solche Folge gibt es zwei Moglichkeiten fiir
(i1,142). Weiterhin ist die Wahrscheinlichkeit, dass die obigen
Positionsiibereinstimmungen gelten, héchstens n_(”_l), wenn die
Hashfunktionen aus einer (1,v)-universellen Familie stammen. Also
ist die Wahrscheinlichkeit, dass es irgendeine Folge der Lange v

gibt, so dass Fall 2 eintritt, hochstens
2(m/n)""t < 2(1 4 )" @D/

Diese Wahrscheinlichkeit ist polynomiell klein in m, falls
t = Q(logm) ist. O
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Beweis (Forts.):
Zusammen ergibt sich fiir die Laufzeit von Insert:

MaxLoop
1+ Z 1—|—6 —(2t— 1)/3+1+O(1/m ))

<140 (—Ma}imp) +0 (i((l + 6)‘2/3)t>

t=0

1
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Beweis (Forts.):

Uberschreitet m irgendwann einmal die Schranke n/(1 + §), so
wird n hochgesetzt auf (1 + d)n und neu gehasht. Unterschreitet
auf der anderen Seite m die Schranke n/(1 + §)3, so wird n
verringert auf n/(1 + J) und neu gehasht. Auf diese Weise wird die
TabellengroBe linear zur Anzahl momentan existierender Schliissel
gehalten. Der Aufwand fiir ein komplettes Rehashing ist O(n), so
dass amortisiert iiber ©(n) Einfligungen und Loschungen der
Aufwand nur eine Konstante ist. Ol
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