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Aufgabe 1 (10 Punkte)

In der Vorlesung wurde auf die Komplexitét der Berechnung z = y” Az mit einer N, x N,-
Bandmatrix A hingewiesen, welche genau h Eintréige ungleich Null beinhaltet. Diese soll
nun genauer erortert werden. In einer Bandmatrix existiert nur ein zusammenhéngendes
Band an von Null verschiedenen Eintrégen. Formal heifit dies, dass fiir die Eintrage a;;
von A fiir alle 4,7 gelten muss

aijzl/\aikzl = nglgk:azlzl
aijzl/\akal = VZSZSI{ICLUIl

Der Einfachheit halber gehen wir zunéchst davon aus, dass A nur Eintrage der Form 0 oder
1 beinhaltet und diese von einem Orakel gegeben werden. Es werden also ausschlieSlich
[/O-Anfragen fiir das Laden der Vektoreintrige aus x und y benétigt. Bei dem in der
Vorlesung beschriebenen Vorgehen wird die Matrix A in Spalten der Grole M’ = M —2B
eingeteilt, wobei die Eintrdge jeder dieser Meta-Spalten zeilenweifle bearbeitet werden.
Fiir diesen Algorithmus soll nun eine obere Schranke fiir die I/O-Komplexitidt bestimmt
werden.

a) Wieviele Zugriffe auf die Eintrige im Vektor = sind bei diesem Vorgehen maximal
notig? Wieviele Zugriffe auf y werden fiir die Berechnung der elementaren Produkte
x; - y; in einer M x B-Kachel der Matrix héchstens bendtigt?

b) Bestimmen Sie die maximale Anzahl an Kacheln A, welche bei der Berechnung von
z betrachtet werden miissen:

— Wieviele Kacheln existieren maximal, die komplett mit 1-Eintrdgen gefiillt
sind?

— Wieviele Kacheln gibt es hochstens, welche nur teilweise gefiillt sind?
Hinweis: Hierbei sollte man zwischen Kacheln am oberen Rand und solchen
am unteren Rand des Bandes unterscheiden

c¢) Geben Sie eine moglichst gute obere Schranke fiir die Berechnung von z = 37 Az an.

d) Die Annahme eines Orakels kann motiviert werden, wenn bereits aus den Vektorein-
trége bestimmt werden kann, ob diese in 2 einflieen. So kénnte ein Produkt x; - y;
nur dann in 2 vorkommen, wenn z; und y; in einer bestimmten Beziehung zueinan-
der stehen.

Wie verhélt sich die obere Schranke fiir den Fall a;; = 1 genau dann, wenn
|z; — y;| < m fiir ein m > 0, a;; = 0 sonst, fiir sortierte x und y Vektoren?



Aufgabe 2 (10 Punkte)

Als néchstes soll die Multiplikation zweier N x N Bandmatrizen A und B analysiert
werden. Fiir beide Matrizen gelte, dass nur Eintrége an den Positionen 4,5 mit |i — j| < k
von Null verschiedene Werte enthalten. Es ldsst sich zeigen, dass die Matrix C' = A - B
ebenfalls eine Bandmatrix mit hochstens der doppelten Bandbreite ist.

a) Finden Sie ein passendes Layout in dem die Matrizen gespeichert werden sollen um
die Multiplikation mit moglichst wenigen 1/Os zu ermdoglichen.

b) Wieviele Kacheln der Matrix C' miissen nach ihrem Layout héchstens berechnet
werden?

¢) Bestimmen Sie moglichst genau die maximale Anzahl an Kacheln in A und B,
welche fiir die Berechnung einer Kachel in C' benétigt werden. Beachten Sie dabei
die Bandbreite der Matrizen.

d) Schétzen Sie mit den gewonnen Einsichten méglichst gut die I/O-Komplexitét eines
optimalen Algorithmus fiir Thr Layout ab.
Hinweis: Die I/O-Komplexitit eines optimaler Algorithmus sollte fiir k = N asym-
ptotisch der des optimalen Algorithmus zur Multiplikation dicht besetzter Matrizen

entsprechen, d.h. (’)(B%).




