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Gliederung

o Modellbildung: Semiring I/O Maschine

e Volumenschranken

@ Algorithmen: Vollbesetzte Matrix mal Vektor
@ Gradschranke

@ Algorithmus: Vollbesetzte Matrix mal Matrix
@ Untere Schranke: Vollbesetzte Matrix mal Matrix
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Modellbildung: Semiring I/O Maschine

Zusétzliche Uberlegungen

Erinnerung Permutieren

Elemente sind Atome (nur bewegen, kopieren,

I6schenkepieren1ésehen)
Multiplikation erfordert mehr Modellbildung:

@ Zwischenergebnisse nétig

@ Struktur der Zahlen kann Aufgabe trivialisieren (0 oder R)
= Semiring 1/0O-Maschine:

@ Nur Addieren und Multiplizieren, kein Minus oder geteilt
(inverse Elemente)

@ Rechnen nur im Hauptspeicher, wird nicht gezahlt

@ Speicherplatz in Anzahl von Zahlen
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Modellbildung: Semiring I/O Maschine

Diskussion Semiring 1/0O-Maschine

@ Alle Zwischenergebnisse haben Form

Matrix-Vektor  x;,  aj, X; - ajj, > jes X aj
Matrix-Matrix aj, b,'j, ik - bkj, ZkeS aik bkj
Skalarprodukt  x;, y;, aj, Xi-aj, aj- Yy > Xiajy;

sind so klassifizierbar
@ Verzweigungen im Programm helfen nicht
@ Indizes sind Teil des Programms

@ Wie “I/O-Pebble Game / independent evaluation”
[Hong, Kung 1981]

@ Fokus auf Datenfluss (statt Algebra)
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Algorithmen: Vollbesetzte Matrix mal Vektor
Gradschranke

Volumenschranken Algorithmus: Vollbesetzte Matrix mal Matrix
Untere Schranke: Vollbesetzte Matrix mal Matrix

Vollbesetzte Matrix mal Vektor

Problem
Direkter Algorithmus

— Teile y in Blocke der GréBe s= M — B 5101234567

8 9 10 11 12 13 14 15

— % mal x scannen 16 17 18 19 20 21 22 23

24 25 26 27 28 29 30 31

NN\ _ N2
(0) (VE) =0 (W) 1/Os 32 33 34 35 36 37 38 39

40 41 42 43 44 45 46 47
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Algorithmen: Vollbesetzte Matrix mal Vektor
Gradschranke

Volumenschranken Algorithmus: Vollbesetzte Matrix mal Matrix
Untere Schranke: Vollbesetzte Matrix mal Matrix

Skalarprodukt mit Bandmatrix

Problem
— Alle Eintrége a; = 1 oder @; =0

I|||| II|||| il il
- Band u ¢It'und oberer Rdhd Monot Qg JHE
m er 1-Bintrédggl m

- qurb' ne yTAx jitt—

e e

Suche gemessene in synthetisierten Massenspektren

[Roos, Jacob, Grossmann, Fischer, Buhmann, Gruissem, Baginsky, Widmayer, 2007]
i

Algorithmus

Arbeite in Streifen der Breite M — B

O (Mg + ) vos
Ny ist Dimension von x, N, von y
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Algorithmen: Vollbesetzte Matrix mal Vektor
Gradschranke

Volumenschranken Algorithmus: Vollbesetzte Matrix mal Matrix
Untere Schranke: Vollbesetzte Matrix mal Matrix

Gradschranke

_

Alle elementaren Produkte haben Grad < D

Ein elementares Produkt ist D-Tupel von Eingabevariablen.
Nach einem Input sind B neue Variablen im Speicher, diese
erlauben héchstens MP—1B neue Tupel zu bilden.

Beispiel (Bandmatrix Skalarprodukt / Matrix—Vektor)

Alle elementaren Produkte haben Grad 2
Nach einem 1/O hdchstens MB neue = Q (£5) 1/Os

Zusammen mit Scanning-Bound:
vorgestellte Algorithmen sind optimal
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Algorithmen: Vollbesetzte Matrix mal Vektor
Gradschranke
Volumenschranken Algorithmus: Vollbesetzte Matrix mal Matrix

Untere Schranke: Vollbesetzte Matrix mal Matrix

Matrix Multiplikation

C=A-B, Cj = Z ajk - byj

v

Zellen Spalten
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Algorithmen: Vollbesetzte Matrix mal Vektor
Gradschranke
Volumenschranken Algorithmus: Vollbesetzte Matrix mal Matrix

Untere Schranke: Vollbesetzte Matrix mal Matrix

Vollbesetzte Matrix mal Matrix

Algorithmus 1: Nested loops

— Zeilen Layout fori=1to N
— Lesen einer Spalte von B for%,,—:})to N
bendtigt N I/Os fork=1to N
Ci=Cj+ai-b
— Total O(N®) 1/Os § 7T Sk

v

Algorithm 2: Blockweiser Algorithmus

S

— Teile Aund Bin s x s Blécke =TT sTe
mits:@(\/M) SIB 9|10 1112 13[14 15

. - . . 16 17|18 19|20 21|22 23

- Algorlthm 1 far die % X % Matrizen 24 25|26 27|28 2930 31
H H 32 33|34 35|36 37|38 39

Elemente sind s x s Matrizen o atle2 aalas aclee &2

56 57|58 59|60 61|62 63

o(1"-8) =0(8) ~0(s5) o

— s x s-Bldcke oder (Zeilen und M = Q(BZ)) 45 49150 5152 5954 55
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Algorithmen: Vollbesetzte Matrix mal Vektor
Gradschranke
Volumenschranken Algorithmus: Vollbesetzte Matrix mal Matrix

Untere Schranke: Vollbesetzte Matrix mal Matrix

Vollbesetzte Matrix—Matrix

Berechnung in Runden [Hong, Kung 1981]

Fir jede (M, B)-1/0O Berechnung mit ¢ I/Os gibt es eine
(2M, B)-1/0 Berechnung mit héchstens 37 1/Os, der Gestalt
(Speicher leer, laden, speichern, Speicher leer)*

untere Schranke: elementare Produkte pro Runde

— Sei ¢ := #Ergebnisse (C, Output)

— ax := #Elemente in Spalte k von A eee

— by := #Elemente in Zeile k von B B

— Speicher: ¢,> ,axk+ b <M

— Produkte: ", min{ax - bk, ¢} N A[*eeC

: . ° o oo

— Maximal fiir ax = by = VM, c =M N o oo

#Produkte < M(1 + VM) ° ° oo

v
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Algorithmen: Vollbesetzte Matrix mal Vektor
Gradschranke

Volumenschranken Algorithmus: Vollbesetzte Matrix mal Matrix
Untere Schranke: Vollbesetzte Matrix mal Matrix

untere Schranke: vollbesetzte Matrix—Matrix

Theorem [Hong, Kung 1981]

Ein Semiring 1/0 Programm, dass eine vollbesetzte Ny x N> mit
einer Nb x N3 Matrix multipliziert benétigt

a < N; N> N3 >
BVM
Beweis:

Es gibt Ny N> N5 elementare Produkte, also (vorige Folie)

Q (%) Runden.

Eine Runde hat M/B |1/Os.
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