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Priority Queue

insert(10)
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Priority Queue

min() ergibt 3 (minimales Element)
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Priority Queue

deleteMin()
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Priority Queue

decreaseKey(12,3)
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Priority Queue

delete(8)

28.10.2008 Kapitel 2



Priority Queue

)

merge(Q,Q’)

me
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Priority Queue

M: Menge von Elementen

Jedes Element e identifiziert Uber key(e).
Operationen:

 M.build({e,,...,e.}): M:={e,,....e.}
 M.insert(e: Element): M:=M U {e}
 M.min: gib ecM mit minimalem key(e) aus

* M.deleteMin: wie M.min, aber zusatzlich
M:=M\{e}, fir e mit minimalem key(e)
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Erweiterte Priority Queue

Zusatzliche Operationen:
* M.delete(e: Element): M:=M\{e}

 M.decreaseKey(e:Element, A):
key(e).=key(e)-A
e M.merge(M"): M:=M U M’

28.10.2008 Kapitel 2
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Priority Queue

* Priority Queue mittels unsortierter Liste:
— build({e,...,e.}): Zeit O(n)
— Insert(e): O(1)
— min, deleteMin: O(n)
* Priority Queue mittels sortiertem Feld:
— build({e,...,e.}): Zeit O(n log n) (sortieren)
— Insert(e): O(n) (verschiebe Elemente in Feld)
— min, deleteMin: O(1)

Bessere Struktur als Liste oder Feld notwendig!
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Binarer Heap

ldee: verwende bindaren Baum statt Liste

Bewahre zwel Invarianten:

e Form-Invariante:vollst.
Binarbaum bis auf
unterste Ebene

 Heap-Invariante:
Key(e,)<=min{key(e,) key(e;)} /" \

(o)
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Binarer Heap

Beispiel:

Heapvariante —,

o

28.10.2008 Kapitel 2
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Binarer Heap

Realisierung eines Binarbaums als Feld:

N
=
SECIRS

o

@@

e;|e, | es|e,|e | e | e | e | €

28.10.2008 Kapitel 2



Binarer Heap

Realisierung eines Binarbaums als Feld:

e, e, |e;le, | e | e | e | e | €

« H: Array [1..n] of Element
e Kinder von e in HJi]: in H[2i], H[2i+1]
 Form-Invariante: H[1],...,H[n] besetzt

o Heap-Invariante:
key(H[1])<=min{key(H[21]),key(H[2i+1])}
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Binarer Heap

Realisierung eines Binarbaums als Feld:

€, 1€ | €| € 7| © 0

€ | € | € s | € | €

Insert(e):

 Form-Invariante: n:=n+1; H[n]:=e
 Heap-Invariante: vertausche e mit Vater
ois key(H[ | k/2]])<= key(e) fur e in H[K]
oder e in H[1]
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Insert Operation

Procedure insert(e: Element)
n:=n+1; H[n]:=e
siftUp(n)

Procedure siftUp(i: Integer)
while i>1 and key(H[|i/2|])>key(H][i]) do
H[i] <+ H[|I/2]]
I:=|1/2]

Laufzeit: O(log n)

28.10.2008 Kapitel 2
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Insert Operation - Korrekthelt

/@\

@2 22

Invariante: H[k] ist minimal far Teilbaum von HIk]

() : Knoten, die Invariante eventuell verletzen
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Insert Operation - Korrekthelt

/ @\

@2 23

Invariante: H[k] ist minimal far Teilbaum von HIk]

() : Knoten, die Invariante eventuell verletzen
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Insert Operation - Korrekthelt

/ ®\

iy s2L

Invariante: H[k] ist minimal far Teilbaum von HIk]

() : Knoten, die Invariante eventuell verletzen
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Insert Operation - Korrekthelt

/ @\ / @\

@22 @22

Invariante: H[k] ist minimal far Teilbaum von HIk]

() : Knoten, die Invariante eventuell verletzen
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Binarer Heap

deleteMin:

 Form-Invariante: H[1]:=H[n]; n:=n-1

 Heap-Invariante: starte mit e in H[1].
Vertausche e mit Kind mit min Schltssel
bis H[k]<=min{H|2k],H[2k+1]} fur Position k
von e oder e In Blatt
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Binarer Heap

Function deleteMin(): Element Laufzeit: O(log n)
e:=H[1]; H[1]:=H[n]; n:=n-1
siftbown(1)
return e

Procedure siftbown(i: Integer)
while 2i<=n do
If 2i+1>n then m:=2i // m: Pos. des min. Kindes
else
If key(H[21])<key(H[2I+1]) then m:=2i
else m:=2i+1
If key(H[I])<=key(H[m]) then return // Heap-Inv gilt
H[I] +> H[mM]; I:=m
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deleteMin Operation - Korrekthelit

©
& o @
@/: @@@

Invariante: H[k] ist minimal far Teilbaum von HIk]

() : Knoten, die Invariante eventuell verletzen
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deleteMin Operation - Korrekthelit

(s)
IOl R O
(10) (o) (12) (35) (10) (o) (12) (15)

o o

Invariante: H[k] ist minimal far Teilbaum von HIk]

() : Knoten, die Invariante eventuell verletzen
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deleteMin Operation - Korrekthelit

© ©

7 TN\ 7N\

@ - @

/ \ / N\ / / N\
@/ (o) G2 () @/ (12) (39)
Invariante: H[k] ist minimal far Teilbaum von HIk]

() : Knoten, die Invariante eventuell verletzen
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Binarer Heap

Build({e,,...,e.}):
* Naive Implementierung: Uber n insert(e)-
Operationen. Laufzeit O(n log n)

 Bessere Implementierung:
Setze Hi]:=e, far alle i. Rufe siftDown(i) fur
I=|n/2| runter bis 1 auf.
Aufwand (mit k=|log n}):
O(Z ey 2' (k) = O(24 .-y j/2)) = O(n)
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Binarer Heap

Setze H[i|:=e fur alle I. Rufe siftDown(i) far
I=| n/2| runter bis 1 auf.

AA

Invariante: V |>i: H[j] min far Tellbaum von H|]
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Binarer Heap

Laufzeiten:

» Build({e,,...,e,}): O(n)
 Insert(e): O(log n)

e Min: O(1)

e deleteMin: O(log n)

28.10.2008 Kapitel 2
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Erweiterte Priority Queue

Zusatzliche Operationen:

* M.delete(e: Element): M:=M\{e}
 M.decreaseKey(e:Element, A): key(e).=key(e)-A
e M.merge(M’): M:=M U M’

Delete und decreaseKey in Zeit O(log n) In
Heap (wenn Position von e bekannt), aber merge
Ist teuer (®(n) Zeit)!
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Binomial-Heap

Binomial-Heap basiert auf Binomial-Baumen
Binomial-Baum muss erflllen:
 Form-Invariante (r: Rang):

r=0 r=1 r— r+1

RO

 Heap-Invariante (key(Vater)<= key(Klnder))
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Binomial-Heap

Beispiel fur korrekte Binomial-Baume:

r=3

5
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Binomial-Heap

Eigenschaften von Binomial-Baumen:

r=0 r=1 r—r+l
T L€ A
» 2" Knoten

« maximaler Grad r (bel Wurzel)

 Wurzel weg: Zerfall in Binomial-Baume mit
Rang O bis r-1
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Binomial-Heap

Beispiel fur Zerfall in Binomial-Baume mit
Rang O bis r-1
Rang 3

28.10.2008 Kapitel 2
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Binomial-Heap

Binomial-Heap:

» verkettete Liste von Binomial-Baumen
 Pro Rang maximal 1 Binomial-Baum

e Zeiger auf Wurzel mit minimalem key

TN

Zahlen: Range

28.10.2008 Kapitel 2



Binomial-Heap

Beispiel eines korrekten Binomial-Heaps:

m|n Zeiger

Binomial-Baum mit I
Rang r=1
28.10.2008 plteI 2




Binomial-Heap

Merge von Binomial-Heaps H, und H.:

A O wie Binaraddition
A -
! 10100100

) g A H + 101100
A

A 11010000
28.10.2008 : 37




Beispiel einer Merge-Operation

5 A/\

g B&chte ﬁ

der Binomialbaume die
Heap-Eigenschaft!

A

e
A ;7 \ Ergebnis-Heap
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Binomial-Heap

Aufwand fur Merge-Operation: O(log n)

B;: Binomial-Baum mit Rang |
* Insert(e): Merge mit B, Zeit O(log n)
* min: spezieller Zeiger, Zeit O(1)

» deleteMin: sel Minimum in Wurzel von B,
Loschen von Minimum: B, — B,...,B,
Diese zurickmergen in Binomial-Heap.
Zelt daftr O(log n).
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Binomial-Heap

* decreaseKey(e,A): siftUp-Operation In
Binomial-Baum von e und aktualisierte
min-Zeiger. Zeit O(log n)

e delete(e): (min-Zeiger zeigt nicht auf e)
setze key(e):= -co und wende siftUp-Ope-
ration auf e an, bis e in der Wurzel; dann
weliter wie bel deleteMin. Zeit O(log n)

28.10.2008 Kapitel 2
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Fibonacci-Heap

« Baut auch auf Binomial-Baumen auf, aber
erlaubt lazy merge und lazy delete.

* Lazy merge: keine Verschmelzung von
Binomial-Baumen gleichen Ranges bel
merge, nur Verkettung der Listen

» Lazy delete: erzeugt unvollstandige
Binomial-Baume
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Fibonacci-Heap

Baum in Binomial-Heap:

~)

28.10.2008 Kapitel 2
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Fibonacci-Heap

Baum in Fibonacci-Heap:

Kinderliste

28.10.2008 Kapitel 2
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Fibonacci-Heap

Jeder Knoten merkt sich:

* Im Knoten gespeichertes Element

e Vater

e Liste der Kinder (mit Start- und Endpunkt)
* Rang (Anzahl Kinder)

28.10.2008 Kapitel 2
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Fibonacci-Heap

Lazy merge von

min

AA“A : A‘AA

resultiert In i
/
AR EA

28.10.2008 Kapitel 2
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Fibonacci-Heap

Lazy delete:

28.10.2008 Kapitel 2
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Fibonacci-Heap

Lazy delete:

@—@) )
e‘@

Aufwand: O(1),da7in (&
O(1) Zeit entfernbar und Kinderliste von 7
iIn O(1) Zeit iIn Wurzelliste integrierbar
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Fibonacci-Heap

Lazy delete:
(20) @ (4)
e‘@
Problem: nicht zuviele (8)

Knoten raus aus Baum
— wird mit binaren Markern gepruft
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Fibonacci-Heap

Operationen:

 merge: Verbinde Wurzellisten, aktualisiere
min-Pointer: Zeit O(1)

* Insert(x): Fuge B, (mit x) iIn Wurzelliste ein,
aktualisiere min-Pointer. Zeit O(1)

 min(): Gib Element, auf das der min-
Pointer zeigt, zuruck. Zeit O(1)

o deleteMin(), delete(x), decreaseKey(x,A):
noch zu bestimmen...

28.10.2008 Kapitel 2 49



Fibonacci-Heap

deleteMin(): Diese Operation hat Aufraumfunk-
tion. Der min-Pointer zeige auf x.

Algorithmus deleteMin()
entferne x aus Wurzelliste
konkateniere Kinderliste von x mit Wurzelliste
while >=2 Baume mit gleichem Rang i do
merge Baume zu Baum mit Rang i+1
(wie bei zwel Binomial-Baumen)
aktualisiere den min-Pointer
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Fibonacci-Heap

Verschmelzung zweler Baume mit Rang |
(d.h. Wurzel hat | Kinder):

I+1 Kinder, also Rang i+1
\ .
i i Kleinere
Wurzel
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Fibonacci-Heap

Effiziente Findung von Wurzeln mit gleichem Rang:

e Scanne vor while-Schleife alle Wurzeln und speichere
diese nach Rangen in Feld:

Rang: |0|1|2|3|4|5|6|7]|8

 Merge dann wie bei BinomialbAumen von Rang O an bis
maximaler Rang erreicht (wie Binaraddition)
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Fibonacci-Heap

Sei P(x) Vater von Knoten x. Wenn x neu eingefugt wird, ist
Mark(x)=0. (Mark(x) speichert, wieviele Kinder schon weqg.)

Algorithmus delete(x):
If X Ist min-Wurzel then deleteMin()
sonst
|6sche x, fluge Kinder von x in Wurzelliste ein

If P(x)=NULL then return  // x ist Wurzel
while true do
X:=P(X)
If P(x)=NULL then return // x ist Wurzel
If Mark(x)=0 then Mark(x):=1; return
else /[ Mark(x)=1, also schon Kind weg
hange x samt Unterbaum in Wurzelliste
Mark(x):=0 // Wurzeln benotigen kein Mark
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Fibonacci-Heap

Beispiel fur delete(x): (@ : Mark=1)

—
!

O—O

28.10.2008 Kapitel 2
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Fibonacci-Heap

Algorithmus decreaseKey(x,A):
flge x samt Unterbaum in Wurzelliste ein
key(x).=key(x)-A
aktualisiere min-Pointer
If P(x)=NULL then return // war x Wurzel?
while true do
X:=P(X)
If P(x)=NULL then return // x ist Wurzel
If Mark(x)=0 then Mark(x):=1; return
else [/ Mark(x)=1
hange x samt Unterbaum in Wurzelliste
Mark(x):=0
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Fibonacci-Heap

Zeltaufwand:

e deleteMin():
O(max. Rang + #Baumverschmelzungen)

e delete(x), decreaseKey(x,A):
O(1 + #kaskadierende Schnitte)
d.h. #umgehangter markierter Knoten

Wir werden sehen: Zeitaufwand kann O(n)
INn beiden Fallen sein, aber im Durchschnitt
viel gunstiger.
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Amortisierte Analyse

Betrachte Folge von n Operationen auf
Anfangs leerem Fibonacci-Heap.

e Summierung der worst-case Kosten viel
Zzu hoch!

* Average-case Analyse nicht sehr
aussagekraftig

 Besser: amortisierte Analye, d.h.
durchschnittliche Kosten der Operationen
Im worst-case Fall (teuerste Folge)

28.10.2008 Kapitel 2

57



Amortisierte Analyse

o S: Zustandsraum einer Datenstruktur

* F: beliebige Folge von Operationen Op,,
Op,, Op,,...,0p,

* S, Anfangszustand der Datenstruktur

Sg P15 2,5 O, O, g

n

e Zeitaufwand T(F) =2>._," Topi(si_l)
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Amortisierte Analyse

e Zeitaufwand T(F) = >._," op(Si-1)

* Eine Familie von Funktionen A,(s), eine
pro Operation X, heil3t Familie amortisier-
ter Zeitschranken falls fur jede Sequenz F
von Operationen gilt

T(F) <= A(F) := ¢+ 2i," Agp(Sia)

far eine Konstante c unabhangig von F
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Amortisierte Analyse

heorem 2.1: Sel S der Zustandsraum einer
Datenstruktur, sel s, der Anfangszustand
und sei ¢:S — |IR._, eine nichtnegative
Funktion. FUr eine Operation X und einen
Zustand s mit s % s” definiere

Ax(S) = 9(S') - 9(S) + Tx(S):

Dann sind die Funktionen A (s) eine
Familie amortisierter Zeitschranken.
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Amortisierte Analyse

ZU zeigen:
Bewels:

(F)<=c+ 2" AOpi(Si-l)

2izq" AOpi(Si-l) = 2i=1" [0(S) - o(Si.p) + TOpi(Si—l)]

(F) + 221" [9(s) - ¢(S;.0)]
(F) + ¢(sy) - d(Sp)

= T(F) = 2" AOpi(Si—l) + §(Sg) - 9(Sp)
<=y._.n AOpi(Si-l) konstant

28.10.2008
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Amortisierte Analyse

0:S — IR._, wird auch Potential genannt.

Fur Fibonacci-Heaps verwenden wir das
Potential

bal(s):= #Baume + 2-#markierte Knoten
In Zustand s
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Fibonacci-Heap

Lemma 2.2: Sel x ein Knoten im Fibonacci-Heap
mit Rang(x)=Kk. Selen die Kinder von x sortiert in
der Reihenfolge ihres Anfigens an x. Dann ist
der Rang des I-ten Kindes >=I-2.

Bewels:
 Beim Einflgen des i-ten Kindes ist Rang(x)=i-1.
e Das I-te Kind hat zu dieser Zeit auch Rang I-1.

« Danach verliert das i-te Kind hochstens eines
seiner Kinder, d.h. sein Rang ist >=|-2.

28.10.2008 Kapitel 2 63



Fibonacci-Heap

Theorem 2.3: Sel x ein Knoten im Fibonacci-Heap
mit Rang(x)=k. Dann enthalt der Baum mit
Wurzel x mindestens F,,, Elemente, wobei F,
die k-te Fibonacci-Zahl ist.

Definition der Fibonacci-Zahlen:

* Fp=0undF, =1

 F,.=F, ,+F , fur alle k>1

Daraus folgt, dass F,,, =1 + >._ < F;.
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Fibonacci-Heap

Bewels von Theorem 2.3:

» Sel f, die minimale Anzahl von Elementen
IN einem Baum mit Rang k.

« Aus Lemma 2.2 folgt: A<
f, >=1f +f +.. .+, +1+1

» Weiterhin ist f,=1 und f,=2

 Also folgt nach den Fibonacci-Zahlen:
fe >= Frio

SN Wurzel
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Fibonacci-Heap

e Esist bekannt, dass F,,, > ©**? ist fur
d=(1+V5)/2 ~ 1,618034

e D.h. ein Baum mit Rang k im Fibonacci-
Heap hat mindestens 1,612 Knoten.

 Ein Fibonacci-Heap aus n Elementen hat
also Baume vom Rang hochstens O(log n)
(wie bel Binomial-Heap)
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Fibonacci-Heap

1 Zeilt fur Operation |

. bal Wert von bal(s) nach Operation |
(bal(s) #Baume + 2-#markierte Knoten)

* a;: amortisierter Aufwand fur Operation |
-—t + Abal, mit Abal, = bal-bal, ,

Amortisierte Kosten der Operationen:

e Insert: t=0O(1) und Abal=+1, also a=0O(1)
 merge: (=0(1) und Abal=0, also a=0(1)
e min: t=0O(1) und Abal=0, also a=0(1)

28.10.2008 Kapitel 2

67



Fibonacci-Heap

Theorem 2.4: Die amortisierten Kosten von deleteMin()

sind O(log n).

Bewels:

Einfligen der Kinder von x in Wurzelliste:
Abal = Rang(x) - 1
Jeder Merge-Schritt verkleinert #Baume um 1.
Abal = - #Merge-Schritte
Wegen Theorem 2.3 (Rang max. O(log n)) gilt:
#Merge-Schritte = #Baume — O(log n)
Insgesamt: Abal, = Rang(x) - #Baume + O(log n)
Laufzeit (in geeigneten Zeiteinheiten):
[ = #Baume + O(log n)
Amortisierte Laufzeit:
a; =t + Abal, = O(log n)
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Fibonacci-Heap

Theorem 2.5: Die amortisierten Kosten von delete(x) sind
O(log n).
Bewels: (X ist kein min-Element — sonst wie Theorem 2.4)

« Einfligen der Kinder von x in Wurzelliste:
Abal <= Rang(x)

o Jeder kaskadierende Schnitt (Entfernung eines markier-
ten Knotens) ernoht die Anzahl Baume um 1.:
Abal = #kaskadierende Schnitte

« Jeder kaskadierende Schnitt entfernt eine Markierung:
Abal = -2-#kaskadierende Schnitte

* Der letzte Schnitt erzeugt evtl. eine Markierung:
Abal € {0,2}
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Fibonacci-Heap

Theorem 2.5: Die amortisierten Kosten von delete(x) sind
O(log n).
Beweis (Fortsetzung):

e Insgesamt:
Abal; = Rang(x) - #kaskadierende Schnitte + O(1)
= O(log n) - #kaskadierende Schnitte
wegen Theorem 2.3

o Laufzeit (in geeigneten Zeiteinheiten):
[ = O(1) + #kaskadierende Schnitte

 Amortisierte Laufzelt:
a; =t + Abal, = O(log n)
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Fibonacci-Heap

Theorem 2.6: Die amortisierten Kosten von
decreaseKey(x,A) sind O(1).

Bewels:

e Jeder kask. Schnitt erhéht die Anzahl Baume um 1:
Abal = #kaskadierende Schnitte

o Jeder kask. Schnitt entfernt eine Markierung (bis auf x):
Abal <= -2-(#kaskadierende Schnitte-1)

« Der letzte Schnitt erzeugt evtl. eine Markierung:
Abal € {0,2}

e Insgesamt: Abal, = - #kask. Schnitte + O(1)
o Laufzelt: [; = #kask. Schnitte + O(1)
« Amortisierte Laufzeit: a, =t + Abal, = O(1)
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Laufzeitvergleich

Laufzeit Binomial-Heap |Fibonacci-Heap
Insert O(log n) O(1)

min O(1) O(1)

deleteMin O(log n) O(log n) amor.
delete O(log n) O(log n) amor.
merge O(log n) O(1)
decreaseKey |O(log n) O(1) amor.

28.10.2008
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Radix-Heap

Annahmen:

e alle Elemente haben eine maximale
Differenz von C zueinander

 Insert(e) flgt nur Elemente e ein mit
key(e)>=k ... (K.i,: min. Schllssel)
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Radix-Heap

Array B mit Listen B[-1] bis B[K], K=1+|log C| .

° e

Regel: Element e in B[min(msd(k,,.key(e)),K)]

msd(k.,,,.key(e)): hochstes Bit, in dem sich Binar-
darstellungen von k., und key(e) unterscheiden
(-1: kein Unterschied)
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Radix-Heap

Beispiel fur msd(k,,,,k):

e selk,,=17 oder binar 10001

e k=17: msd(K,,K)=-1

* k=18: binar 10010, also msd(k,,,k)=1
* k=21:Dbinar 10101, also msd(k,;,,k)=2
e k=52: binar 110100, also msd(k,.,k)=5

Berechnung von msd fur azb:
msd(a,b)=|log(a & b)
Zeit O(1) (mit entspr. Maschinenbefehlen)
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Radix-Heap

e
min():

o gib k.. In B[-1] zurlck
Laufzeit: O(1)
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Radix-Heap

insert(e): (key(e)>=k_..)

o i:=min{msd(k...key(e)), K}
 speichere e in BJi]
Laufzeit: O(1)

delete(e): ( key(e)>Kk,, )
* |0sche e aus seiner Liste B[j] raus
Laufzeit: O(1)

decreaseKey(x,A): (key(e) - A> K., )
» rufe delete(e) und insert(e) mit key(e):=key(e) - A auf
Laufzeit: O(1)
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Radix-Heap

deleteMin():

Falls B[-1] besetzt, entnehme ein e aus B[-1]
(sonst kein Element mehr in Heap und fertig)

finde minimales i, so dass BJ[i]z() (falls kein solches |
oder i=-1, dann fertig)

bestimme k.. in BJi] (in O(1) Zeit mdglich, falls z.B.
K.i.-Werte in extra Feld min[-1..K] gehalten)
verteille Knoten in BJi] Uber B[-1],...,B[I-1] gemal}
neuem K,

Entscheidend: fur alle e in BJj], j>I, gilt nach wie vor

msd(k...key(e))=], d.h. sie mussen nicht verschoben
werden.
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Radix-Heap

1101, 23|45 6|78
I [ I
2 41109 260
L I
5111 381
[
6 | |14

Wir betrachten Sequenz von deleteMin Operationen
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Radix-Heap

9 11| | 14 260

381

Wir betrachten Sequenz von deleteMin Operationen
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Radix-Heap

Lemma 2.7: Sel B[i] die minimale nichtleere
Liste, i=0. Sel X, der kleinste Schllssel in
B[i]. Dann ist msd(x,,,,x)<I fur alle Schlus-
sel x in BIi]. Alle Elemente in BJ[i] nach links I

Bewels:

° X=X... Klar

o XZX .. WIr unterscheiden zwei Falle:

min-*

1) <K, 2) i=K
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Radix-Heap

Fall I<K:
Bitposition: |
altes k., a 0
Xmin a 1
X a 1
Also muss msd(x,,,,x)<I sein.
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Radix-Heap

Fall I=K:
Bitposition: j>=K h
altes k., a 0
Xmin a 1 b 0
X a 1 b 1
e Furalle x: k., <x,,<x<k. . +C

e j=msd(K,,X mm) h Msd(X,in,X)
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Radix-Heap

Fall I=K:
Bitpositio@ h 0
altes k... a [ 0 \
Xmin a/\ 1 /b 0

N

X// a 1 b 1

 Wegen |=K hat Binardarstellung von jedem
tbrigbleibenden x dasselbe Prafix alb bis runter
zu Bitstelle j'<K, d.h. h<K
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Radix-Heap

110112 K
Konsequenz:

e Jeder Knoten nur maximal K-mal verscho-
ben In Radix Heap

 Insert(): amortisierte Laufzeit O(log C).
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Laufzeitvergleich

Laufzeit Fibonacci-Heap | Radix-Heap
Insert O(1) O(log C) amor.
min O(1) O(1)
deleteMin O(log n) amor. |O(1) amor.
delete O(log n) amor. |O(1)

merge O(1) 27?7
decreaseKey |O(1) O(1)

28.10.2008
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Erweiterter Radix-Heap

Annahmen:

e alle Elemente haben eine maximale
Differenz von C zueinander

e Insert(ejfagtnur Elem i mit
 key(e)==kr (K- min. Schitssel

min J TTTT—

Mit geringfligigen Erganzungen machbar.
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Erweiterter Radix-Heap

0 2 K
mind. ein d)
normales

Element

Superelemente hinten

(O : “Superelement” e enthalt Heap mit k
wobei k

min:key(e)1
der kleinste Wert im Radix-Heap von

min

e istund B_[-1] mind. ein normales Element hat.

Superelemente kdnnen Superelemente enthalten.
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Erweiterter Radix-Heap

Beispiel: T

%élZS..K @

G~
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Erweiterter Radix-Heap

Merge von Radix-Heaps B und B'’:
Annahme: k. (B) <= k_,,(B’)
(Fall k...(B) > k...(B") iIst analog)
 hange B’ In ein Superelement e ein mit
key(e) - kmin(B,)
e fUhre insert(e) auf B aus
Laufzeit: O(1)
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Erweiterter Radix-Heap

Beispiel fuUr merge-Operation:

: 5

-110}1]2|3]...K

: z
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Erweiterter Radix-Heap

Insert(e):

» key(e)>=k,: wie bel Radix-Heap

e Sonst wie merge alten Heap mit neuem
Heap mit Element e

Laufzeit: O(1)

min(): wie beil Radix-Heap
Laufzeit: O(1)
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Erweiterter Radix-Heap

deleteMin():

« Entferne einfaches Element e aus BJ[-1]
(B: Radix-Heap auf hochster Ebene)

o Falls B[-1] keine Elemente mehr hat, dann
aktualisiere B wie im normalen Radix- Heap (d.h.
l0se kleinstes nichtleeres Bucket B[i] auf)

o Falls B[-1] keine einfachen Elemente hat, dann

nimm erstes Supere

emegnt e’ aus B[-1] und

merge die Listen in €’ mi

(damit wieder einfac

nes Element in B[-1])

Laufzeit: O(log C) + Aktualisierungsaufwand

28.10.2008
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Erweiterter Radix-Heap

delete(e):

Fall 1: key(e)>k,, fur Heap von e:

e wie delete(e) Im normalen Radix-Heap
Fall 2: key(e)=k,, fur Heap von e:

« wie deleteMin() oben, aber auf Heap von e

 falls e In Supetelement €’ und e’ danach leer,
dann entferne e’ aus tUbergeordnetem Heap B’
(da einfaches Elementiyn B’[-1], kein Problem!)

Laufzeit: O(log C) + Aktualisierungsaufwand
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Erweiterter Radix-Heap

decreaseKey(e,A):

e fUhre delete(e) in Heap von e aus

e setze key(e)<key(e)-A

e fUhre insert(e) autaberstem Radix-Heap
aus

Laufzeit: O(log C) + Aktualisierungsaufwand
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Laufzeitvergleich

Laufzeit Radix-Heap erw. Radix-Heap
Insert O(log C) amor. |O(log C) amor.
min O(1) O(1)

deleteMin O(1) amor. O(1) amor.
delete O(1) O(1) amor.
merge ?7?7? O(log C) amor.
decreaseKey [O(1) O(log C) amor.
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Nachstes Kapitel

hema: Suchstrukturen
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