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Uberblick

 Notation

« Arithmetik auf grof3en Zahlen
(Addition und Multiplikation)

o Effiziente Matrix-Vektor-Multiplikation

o Effiziente Matrixmultiplikation
(4-Russen Algo und Strassens Algo)

e Transitive Hulle
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Notation

« Ganze Zahl: Ziffernfolge zur Basis B
e “Zur Basis B”: Ziffern aus [B] ={0,...,B-1}
 Zahla=(a, ...a,)g zur Basis B hat den Wert

2zt & B

Wichtige Beispiele:
« B=2: Binarzahlen ((101),=1-22+1-2=5)
« B=10: Dezimalzahlen

» B=16: Hexadezimalzahlen ( (A),; = 10)
Ziffern: {0,...,9} U {A,B,C,D,E,F}
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Notation

Elementare Operationen:
Seien a,b,c,x,y € [B].

e (XYy)gi=atb+c

e (Xy)gi=a-b

Beispiele fur B=10:
* (12),, = 5+6+1
* (42)1=6-7

Basis B beliebig aber fest: lassen wir weg
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Addition

 Gegeben: zwel Zahlen a=(a, ,...a,) und
b=(b,_;...bp)

e Gesucht: s=(s,...sy) mit s=a+b

Schulmethode:

a,q ... a3
b, ... Dbybg

Ubertrag cC, C,; ... CyCy €{0,1}
S, Spi .- S1Sg
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Addition

Es qgilt:

e c;=0

* (Ciq Sj)i=a+b+c fur alle 1>=0
e S, =C,

Algorithmus:
e C:=0
e fori:=0ton-1do
C s):=a;+*b+C> Elementaroperation
e S =C
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Addition

heorem 10.1: Die Addition zweler Zahlen
der Lange n bendtigt hochstens n
Elementaradditionen

Beobachtung: Jede Addition n-stelliger
Zahlen a und b ben0étigt mindestens n
Elementaradditionen, d.h. unser Algo ist
optimal.
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Multiplikation

» Gegeben: zwel Zahlen a=(a, _,...a,) und
b=(b,,...by)
* Gesucht: s=(s,,4).--Sp) Mts=a - b

Schulmethode:
* berechne a - b, fur alle =0

e addiere Ergebnisse versetzt zusammen
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Multiplikation

(Bp1--30) - b + Cn1Cnz - Co O
(c; d)=a; - b, + d,,...d;d;
Ubertrag ~ ©n ©n1 -+ €10
Pn Pn-1 -+ P1Po
Algorithmus:
e:=0; c_,:=0

for 1:=0 to n-1 do
(C; d):=a; - b;; (e py):=C;,tdi+e
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Multiplikation

Lemma 10.2: Wir konnen eine Zahl der
Lange n mit einer Ziffer in 2n primitiven
Operationen multiplizieren.

Dann mussen wir noch
p:= 2" p; B
berechnen.
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Multiplikation

Bildlich: Pon --- Po2 Po1 Poo
+ PinPin1 - P11P1o
+

pn—l,n pn—l,l pn—l,O
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Multiplikation

Algorithmus:
P:=0
For |:=0 to e=t_do

= Lemma 10.2

Anzahl Elementaroperationen maximal

 2n wegen Theorem 10.1, insgesamt 2n?
 2nwegen Lemma 10.2, insgesamt 2n?
Also insgesamt max. 4n? Elementaroperationen

Theorem 10.1
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Multiplikation

Mit einer besseren Abschatzung fur die
Additionen kann gezeigt werden:

Theorem 10.3: Die Schulmethode
multipliziert zwei Zahlen der Lange n mit
hdchstens 3n%+n primitiven Operationen.

Koénnen wir besser werden?
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Rekursive Multiplikation

Rekursive Version der Schulmethode:

Gegeben: zwel n-stellige Zahlen a, b zur
Basis B, n gerade

Sei a=a,-B*+a, und b=b,-B*+b, mit k=n/2

t:a B*+a,) - (by-B*+bg

4 rekursive Aufrufe zur Multiplikation n/2-stelliger Zahlen

19.02.2009 Kapitel 10 14



Rekursive Multiplikation
Annahme: |a|=|b|=n=2°¢ flr ein c € IN

Algorithmus Produkt(a,b):

If [a|=|b|=1 then return a-b

else
k:=|a|/2
return Produkt(a,,b,)-B%¢ + (Produkt(a,,b,)
+ Produkt(a,,b,))B* + Produkt(a,,b,)
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Rekursive Multiplikation

Anzahl Elementaroperationen ( - , +):

1 n=1
Tn) = {4T(n/2)+3(2n) n>1

Daraus ergibt sich T(n) < 7n? + 6n
Beweils: durch Induktion
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Karatsuba Multiplikation

Karatsubas ldee:
a-b=(a;-Bx+ay) - (b;-B*+b,)
= alb B2 + (a,b, + a,b,)BX + a,b,
(@b + (C+ao)<b +B-(a,b+agh,))
B4

Nur noch drel rekursive Aufrufe fur
a,04, a5, (a;+ay)(b,+0y)
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Karatsuba Multiplikation

Algorithmus Karatsuba(a,b):

If [a|=|b|=1 then return a-b

else

K:=|a|/2

n,:=Karatsuba(a,,b,)
0,:=Karatsuba(a,+a,,b,+b)
n,:=Karatsuba(a,,b,)

return p,-B= + (p,-(p,+p3))B* + ps
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Karatuba Multiplikation

Anzahl Elementaroperationen:

T(n) = n=1
(n) = {3T(n/2+1)+6(2n) n>1

Daraus ergibt sich T(n) ~ n'°93 = n1.58..

Problem: Karatsuba erst fur n>1.000.000 besser
als Schulmethode

Bester bekannter Algo fur Multiplikation:
Laufzeit O(n log n loglog n)
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Matrix-Vektor-Multiplikation

Seien m,n € IN. Eine mxn-Matrix A hat die Form

" a A

A1 Ay Gy3 - Gy

11 Q2 Q13 ... 1

N

a

\am,l am,2 am,3 m,n/
Fur ein x=(x),._, ist y = A-x definiert als
Vi = 2" 8% furalle 1<i<m
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Matrix-Vektor-Multiplikation

Schulmethode:

* Berechney, =2,_," a,; x fluralle 1<i<m

Laufzeit: O(n- m) (falls + und - Einhelts-
kosten haben)

Bessere Laufzeit moglich far festes A und
beliebiges x € IR", falls alle a;; € [B] fur ein
festes und nicht zu grol3es B sind.
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Matrix-Vektor-Multiplikation

 Wir betrachten zunachst eine m xn-Matrix
Amita; € {0,1} fur alle i,j und m = log, n.
» Definiere U_ als die mxn-Matrix, deren i-te

Spalte die Binardarstellung der Zahl i-1
reprasentiert (von oben nach unten)

* Beispiel flr n=8:

- N
o OO
OO
O K+ O
R PO
o O
R OR
(o T
e
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Matrix-Vektor-Multiplikation

« Sei U0 die i-te Spalte von U_ und AU die j-te
Spalte von A.

* Definiere P=(p,;) als die nxn-Matrix mit p;; =
(UM, ALY, wobel o die Kronecker Funktlon ISt
mit 5(UO, AD) =1 < UL = AU und O sonst.

o Es qilt:

(Un'P)lj Zkl Ui - pk
=¥, .0 Uk 5UK, AD)
— A(J) c
e Dh.A-x=U,-P)-x=U,- (P:x)
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Matrix-Vektor-Multiplikation

e Bel Darstellung von P als Folge von n
Spaltenpositionen, in denen P eine 1 hat

(P hat nur eine 1 pro Spalte!), kann
y:=P- xIn O(n) Zelt berechnet werden.

 Wir missen noch U, -y berechnen. Dazu
verwenden wir eine rekursive Def. von U,

_________________________________

Ulz(o 1) Un:
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Matrix-Vektor-Multiplikation

* U, -y ergibt dann

Uoo (Yt Y2)

* Berechnung vony,+y,, O' .-y, und 1" .-V,
benotigt hochstens 2n arithm. Operationen. Sel
T(n) die Anzahl der arithm. Operationen fur n.
Dann gilt

T(2)=2 und T(n) < T(n/2) + 2n

e Auflosung der Rekurrenz ergibt T(n) < 4n.

19.02.2009 Kapitel 10

25



Matrix-Vektor-Multiplikation

e Schulmethode: Zeit O(n- m) = O(n log n)
 Liberty-Zucker-Methode: nur Zeit O(n)

Beliebige mxn-Matrix A:

* Unterteile A In m’xn-Matrizen A, A,,... mit
m’'=log, n

 Wende Verfahren oben auf A - x an fur jedes |,

setze die Ergebnisse zum Ergebnisvektor
zusammen

Laufzeit: O(n- m /log n) (statt O(n- m) )
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Matrix-Vektor-Multiplikation

Erweiterung auf Matrizen A mit a;; € [B]:

» Unterteile A in m’xn-Matrizen A,,A,,... mit
m’=logg N
» Verwende fur A, - x die Matrix

Laufzeit: O(n- m/logg n)
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Matrixmultiplikation

Restlicher Inhalt (Uber pdf-Folien):
e Der 4-Russen-Algorithmus
« Matrixmultiplikation a la Strassen

e Transitive Hiulle
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