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Effizienzmessung

o Zlel: Effiziente Algorithmen und Datenstrukturen

« Mald fur Effizienz:

— Algorithmus: Aufwand bzgl. Eingabegrolie
(Speicheraufwand fur Eingabe)

— Datenstruktur:
Aufwand einer Operation bzgl. Datenstrukturgrof3e
(Anzahl Elemente in Datenstruktur) bzw.
Lange der Anfragesequenz auf leerer DS
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Eingabekodierung

Was ist die Grol3e einer Eingabe?

Speicherplatz in Bits oder Wortern, aber Vorsicht
bel Kodierung!

Beispiel: Primfaktorisierung.
Gegeben: Zahl x € IN

Gesucht: Primfaktoren von x, d.h. Primzahlen

Bekannt als hartes Problem (wichtig fir RSA!)
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Eingabekodierung

Trivialer Algorithmus: | |
teste von y=2 bis x alle Zahlen, ob diese x tellen,
und wenn ja, bestimme Rest von x

Laufzeit: ~x Rechenschritte (falls Teilertest und
Division konstante Zeit benétigen)

* Unare Kodierung von x (x Nullen als Eingabe):
Laufzeit linear (in Eingabegrolie)

* Binare Kodierung von x (~log x Bits): Laufzeit
exponentiell (in Eingabegrolie)

Binare Kodierung ergibt korrekte Laufzeitaussage.
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Eingabekodierung

Eingabegrof3en:
« GrofRe von Zahlen: binare Kodierung

e Grol3e von Mengen/Folgen von Zahlen:
oft lediglich Anzahl Elemente

Beispiel: Sortierung

Gegeben: Folge von Zahlen a,,...,a, € IN
Gesucht: sortierte Folge der Zahlen
Grof3e der Eingabe: n
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Effizienzmessung

* |: Menge der Eingabeinstanzen
e T:I — IN: Laufzeit des Algorithmus fur Instanz |

 |.: Menge der Instanzen der Grolde n.

Wir interessieren uns fur folgende Falle:
o Worst case: t(n)=max{T(i): 1 €|}

» Best case: t(n)=min{T(i): 1 €|}

« Average case: t(n) = 1/|1 | 2 . N T(1)
Am interessantesten ist worst case.
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Effizienzmessung

Warum worst case”?

e “typischer Fall’” schwer zu greifen, average
case Ist nicht unbedingt gutes Malf3

e |iefert Garantien fur die Effizienz des
Algorithmus (wichtig fir Robusthelt)

Exakte Formeln fur t(n) sehr aufwandig!
Einfacher: asymptotisches Wachstum
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Asymptotische Notation

Intuitiv: Zwel Funktionen f(n) und g(n) haben
dasselbe Wachstumsverhalten, falls es
Konstanten ¢ und d gibt mit c<f(n)/g(n)<d und
c<g(n)/f(n)<d far alle gentigend grol3e n.

Beispiel: n?, 5n?-7n und n?/10+100n haben

dasselbe Wachstumsverhalten, da z.B.
1/5<(5n2-7n)/n%<5 und 1/5<n4/(5n%-7n)<5
far alle n=2.
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Asymptotische Notation

Warum reichen genligend grof3e n?

Ziel: Verfahren, die auch fur grof3e Instanzen noch effizient
sind (d.h. sie skalieren gut).

Folgende Mengen formalisieren asymptotisches Verhalten:
e O(f(n))={g(n) | 3¢c>0 3ny,>0V n>n,: g(n) <c-f(n)}

o Q(f(n))={g(n) | 3c>03dn,>0V n>n,: g(n)=c-f(n)}

*  ©(f(n)) = O(f(n)) N Q(f(n))

o 0o(f(n))={g(n) |V c>0dn>0V n>n,: g(n) <c-f(n) }

o o(f(n))={g(n) |V c>0dn,>0V n>n,: g(n)>c- f(n) }

Nur Funktionen f(n) (bzw. g(n)) mit 4 N>0 V n>N: f(n) > 0!

Diese sollen schliellich Zeit-/Speicherschranken sein.
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Asymptotische Notation

€ oliin) fln)=an+Db

< 0O(f(n))

< o(t(n))

-
—

-
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Beispiele

* nN%, 5n%-7n, n4/10 + 100n € O(n?)
* nlogn e Q(n), n® € Q(n?)

* log n € o(n), n® € o(2")

e n° € w(nd), 22" € w(2"
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Asymptotische Notation

O-Notation auch als Platzhalter fur eine Funktion:

o statt g(n) € O(f(n)) schreiben wir auch
g(n) = O(f(n))

o Furf(n)+g(n) mit g(n)=o(h(n)) schreiben wir
auch f(n)+g(n) = f(n)+o(h(n))

o Statt O(f(n)) € O(g(n)) schreiben wir auch
O(f(n)) = O(g(n))

Beispiel: n3+n =n3 + o(n3) = (1+o(1))n° = O(n®)

O-Notationsgleichungen sollten nur von links nach
rechts verstanden werden!
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Rechenregeln flr O-Notation

Lemma 1.1: Sei p(n) = 2._“a - n' mit a,>0. Dann ist
p(n) € B(nX).
Bewels:
Zu zeigen: p(n) € O(n) und p(n) € Q(n").
p(n) € O(nk) : Far n>1 gilt
p(n) < o [a] n' < nk X% ay]
Also ist Definition von O() mit c=>__.* |a] und n,=1 erfillt.

p(n) € Q(n¥) : Fur n>2kA/a, mit A=max; |a| gilt
p(n) > a, nk- X <t An>a nk—k Ankl>a nk2
Also ist Definition von Q() mit c=a,/2 und n,=2kA/a, erfullt.
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Rechenregeln flr O-Notation

Nur Funktionen f(n) mit 3 N>0 V n>N: f(n)>0 !

Lemma 1.2:

(a) c-f(n) € ©(f(n)) fr jede Konstante c>0
(b) O(f(n))+O(g(n)) = O(f(n)+g(n))

(¢) O(f(n)) - O(g(n)) = O(f(n) - g(n))

(d) O(f(n)+g(n)) = O(f(n)) falls g(n)cO(i(n))
Ausdrucke auch korrekt flr QO statt O.

Vorsicht bei induktiver Anwendung von (d)!
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Rechenregeln flr O-Notation

Behauptung: 2.._," i = O(n)
“Bewels”: Sel f(n) = n+f(n-1) und f(1)=1.
nduktionsanfang: f(1)=0(1).

nduktionsschluss: f(n-1)=0(n-1) gezeigt.
Dann gilt:

f(n) =n + f(n-1) = n + O(n-1) = O(n+(n-1)) = O(n)
Also ist f(n) = 2._," i = O(n) naturlich falsch!

Also Vorsicht mit (d) in Induktionsbewelisen!
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Rechenregeln flr O-Notation

Lemma 1.3: Selen f und g stetig und
differenzierbar. Dann gilt:

(a) Falls f'(n) = O(g’(n)), dann auch f(n)=0(g(n))
(b) Falls f'(n) = C2(g’(n)), dann auch f(n)=C(g(n))
(c) Falls f'(n) = o(g’(n)), dann auch f(n)=o0(g(n))
(d) Falls f'(n) = w(g’(n)), dann auch f(n)=w(g(n))

Der Umkehrschluss gilt im Allg. nicht!
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Rechenregeln flr O-Notation

Lemma 1.4: Sel h eine Funktion mit h(n)>0
far alle n>N fur ein N. Dann gilt:

(a) Falls f(n) = O(g(n)), dann ist auch
f(n)+h(n) = O(g(n)+h(n))

(b) Falls f(n) = O(g(n)), dann ist auch
f(n)-h(n) = O(g(n)-h(n))

Folgt aus Lemma 1.2.
Beispiel: log n=0(n) = n log n = O(n?)
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Rechenbeispiele

Lemma 1.1;

n3-3n%+2n = O(n3)

Lemma 1.1 und 1.2:

21" O(®) = O(X.," 1) =0(n?/2+n/2)=0(n?)
Lemma 1.3:

1/n=0(1) und (log n)’ = 1/n, also Ist
(log n)’=0(n’) und damit log n = O(n)
Lemma 1.4:

aus log n = O(n) folgt n log n = O(n?)

20.10.2008 Kapitel 1
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Maschinenmodell

Was ist eigentlich ein Rechenschritt?

1945 entwaft John von Neumann die RAM
(random access machine).

Prozessor

|

beschrankte Anzahl
an Registern

unbeschrankt

Linear adressierbarer Speicher

20.10.2008 Kapitel 1
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Maschinenmodell

Speicher:
« Unendlich viele Speicherzellen s[0],s[1],s[2],...

o Speicherzellen kobnnen Daten oder Befehle
speichern

e Jede Speicherzelle kann eine polynomiell in n
(Eingabegrolde) beschrankte Zahl speichern
(daftr O(log n) BIts)

Linear adressierbarer Speicher
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Maschinenmodell

Prozessor:
« Beschrankte Anzahl an Registern R,,...,R,
 Instruktionszeiger zum nachsten Befehl im Speicher

« Befehlssatz (jede Instruktion eine Zeiteinheit):
Ri:=s[R;| : ladt Inhalt von s[R ] In R,
s[R] R speichert Inhalt von R, |n S[R]
R.:=c fur eine Konstante c
R:=R; o R, : binare Rechenoperation
oe{ ;o ,@ div, mod, A, V,...} oder
o€{< <, =, =, >} 1: wahr, O: falsch
Ri:=oR;: unare Rechenoperatlon o € {-, 7}
JZ X, R;: |f R,=0 then jJump to memory pos x
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Maschinenmodell

RAM-Modell:
« Grundlage fur die ersten Computer

* Prinzip gilt auch heute

Aber: exponentielle Leistungssteigerungen haben
Speicherhierarchien und Multicore-Prozessoren

eingefuhrt, fir die das RAM-Modell angepasst
werden muss.

Herausforderungen an Algorithm Engineering!
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Weltere Maschinenmodelle

Speicherhierarchie:

Register 1 schneller

L1-Cache

L2-Cache

Hauptspeicher

Festplatte langsamer
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Weltere Maschinenmodelle

Multicore-Prozessoren:

Pl || P2 P3 P4
Cache

!

Hauptspeicher
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Weltere Maschinenmodelle

 Boolesche Schaltkreise (Hardware)

e Turingmaschine (Komplexitatstheorie)
o Quantencomputer (Kryptographie)

« DNA-Computer
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Pseudo-Code

Maschinencode sehr umstandlich.
Besser: Pseudo-Code oder Programmiersprache.

Variablendeklarationen:
v: T :Variablevvom Typ T
v=x: T :wird vorinitialisiert mit Wert x

Variablentypen:

e Iinteger, boolean, char

e Pointer to T: Zeiger auf Elementvom Typ T

* Array[i..]] of T: Feld von Elementen von i bisjvom Typ T
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Pseudo-Code

Allokation und Deallokation von Speicher:
o v:.=allocate Array[l..n]of T
o dispose v

Befehlssatz: (C: Bedingung, |,J: Anweisungen)
« Vv:=A:v erhalt Ergebnis von Ausdruck A

e ifCthenlelseJ

e repeat | until C, while C do |

« forvi=zatoedo !

e foreache € Sdo|

e returnv

20.10.2008 Kapitel 1
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Laufzeitanalyse

Was wissen wir?
o O-Kalktl ( O(f(n)), Q(f(n)), ©(f(n), ... )
e RAM-Modell

(load, store, jump,...)

 Pseudo-Code
(if then else, while do, allocate/dispose,...)

Wie analysieren wir damit Programme?
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Laufzeitanalyse

Berechnung der worst-case Laufzeit:
T(l) sel worst-case Laufzeit fur Instruktion |
T(el. Zuweisung) = O(1), T(el. Vergleich) = O(1)
T(return x) = O(1)
T(allocate/dispose) = O(1) (nicht offensichtlich!)
T(E7) =T(0) + T(')
T(f Cthenlelse ") =O(T(C) + max{T(l),T(I")})
T(fori:z=atobdol) =0(2_.°T()
T(repeat | until C) = O(2__ % (T(C)+T(I)))

(k: Anzahl Iterationen)
e T(while Cdol) =O(2_ X (T(C)+T(I)))
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Laufzeitanalyse

Vorsicht mit der Annahme
T(el. Zuweisung/Vergleich) = O(1)

Beispiel:

Eingabe: n € IN

X.=2

for ;=2 to n do x:=x-x
return x

Am Ende ist x=22"("-1) bendtigt also 2" Bits, was 2" Zeit
fur die Ausgabe bendétigt. Bel Annahme oben ware Zeitauf-
wand fur Ausgabe nur O(1) !
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Beipiel: Vorzeichenausgabe

Gegeben: Zahl x € IR

Algorithmus Signum(x):

if x<0 then return -1 >

If x>0 then return 1
Return O

Wir wissen:
T(x<0) = O(1)
T(return -1) = O(1)

T(f Bthenl) =
O(T(B)+ T(1))

Also ist T(if x<0 then return -

20.10.2008 Kapitel 1
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Beipiel: Vorzeichenausgabe

Gegeben: Zahl x € IR
Algorithmus Signum(x):

if x<O then return -1 O(1)
if x>0 then return 1 O(1)
return O O(1)

Gesamtlaufzeit: O(1+1+1)=0(1)
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Beispiel: Minimumsuche

Gegeben: Zahlenfolge in A[1],...,A[n]
Minimum Algorithmus:

min := oo O(1)
fori:=1 to n do O(2i1" T(1))
if Ali]<min then min:=A[i] /

return min O(1)

Laufzeit: O(1 +(2.-," 1) + 1) = O(n)
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Beispiel: Sortieren

Gegeben: Zahlenfolge in A[1],...,A[n]

Bubblesort Algorithmus:
for i:=1 to n-1 do O(Zi:ﬁ T(1))
for |:= n-1 downto i do O(ijﬁT(l))
if A[j|>A[j+1] then O(L+ T(1))
X:=A]]] 0(1)
Alll:=Al+1] O(1)
Alj+1]:=x O(1
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Beispiel: Sortieren

Gegeben: Zahlenfolge in A[1],...,A[n]
Bubblesort Algorithmus:

for :-=1to n-1 do
-1 -1
for |:= n-1 downto i do 2i= " 2" 1

if A[j]>A[j+1] then = 2=y (D)
X:=A[]] = 2"
N = n(n-1)/2
All]:=A]j+1] = O(n2)
Alj+1]:=x
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Beispiel: Binare Suche

Gegeben: Zahl x und ein sortiertes Array

A[l],...,A[n]
Binare Suche Algorithmus:
I:=1; r:=n
while | <r do
m:=(r+l) div 2
If Alm] = x then return m
If Alm] < x then [:=m+1
else r:=m-1
return |

20.10.2008 Kapitel 1
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Beispiel: Binare Suche

Gegeben: Zahl x und ein sortiertes Array
A[1],...,A[Nn]

Binare Suche Algorithmus:

:=1; r:=n O(2=¥1) = O(K)
while | <r dq Was ist k ?? — Zeuge
m:=(r+l) div 2 s, = (r-I+1) in Iteration i

If Alm] = x then return m
If Alm] < x then [:=m+1 _
else r:=m-1 s; < 1: fertig

return | Also ist k<=logn + 1

S; =N, S;;,<=S/2
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Beispiel: Bresenham Algorithmus

(x,y):=(0,R) O(1)
F=1-R O(1)
plot(0,R); plot(R,0); plot(0,-R); plot(-R,0) O(1)
while x<y do OC._.* T(1))
X:=x+1
If <O then
Fi=F+2x - 1 alles
else O(1)
F=F+2-(X-y)
y:=y-1

plot(x,y); plot(y,x); plot(-x,y); plot(y,-X)
plot(x,-y); plot(-y,x); plot(-y,x); plot(-X,-y)
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Beispiel: Bresenham Algorithmus

(x,y):=(0,R)
F=1-R
plot(0,R); plot(R,0); plot(0,-R); plot(-R,0)
while x<y do Zeuge:
X:=x+1
if F<O then O(X,y) = Y-X
F=F+2-x -1 Monotonie: verringert sich
else um >=1 pro while-Runde
F:=F+2:(x-y) Beschranktheit: while-Bed.
y:=y-1

plot(x,y); plot(y,x); plot(-x,y); plot(y,-X)
plot(x,-y); plot(-y,x); plot(-y,x); plot(-X,-y)
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Beispiel: Bresenham Algorithmus

(x,¥):=(0,R)
F=1-R
plot(0,R); plot(R,0); plot(0,-R); plot(-R,0)
while x<y do Zeuge:
X:=X+1
if F<0 then d(x,y) = y-x
F=F+2-x -1 Anzahl Runden:
else do(X,y) = R, ¢(x,y)>0
F:=F+2.(x-y) — maximal R Runden
y:=y-1

plot(x,y); plot(y,x); plot(-x,y); plot(y,-X)
plot(x,-y); plot(-y,x); plot(-y,x); plot(-X,-y)
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Beispiel: Fakultat

Gegeben: naturliche Zahl n
Algorithmus Fakultat(n):

if Nn=1 then return 1 O(1)
else return n - Fakultat(n-1) O(1 + ??)

Laufzeit:
* T(n): Laufzeit von Fakultat(n)
e T(n) = T(n-1) + O(1), T(1) = O(1)
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Beispiel: Binare Suche

Eingabe: xcIN und A[1],...,A[n] far ein n€IN
Aufruf mit BinSuche(x,1,n).

Algorithmus BinSuche(x,l,r)
If I>=r then return All]
m:=(l+r) div 2
If Alm]=x then return x
If Al/m|<x then return BinSuche(x,m+1,r)
If Alm|>x then return BinSuche(x,l,m-1)

Laufzeit:
» T(n): worst-case Laufzeit von Binsuche(x,l,r) mit n=r-l+1

* T(n) =T({n/2])+O(1), T(1)=0(1)

20.10.2008 Kapitel 1
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Beispiel: Multiplikation

Rekursive Version der Schulmethode:

Gegeben: zwel n-stellige Zahlen a, b zur
Basis 2, n gerade

Sei a=a,-2"+a, und b=b,-2“+b, mit k=n/2

Dann gilt:
L : L
Eos 080

4 rekursive Aufrufe zur Multiplikation n/2-stelliger Zahlen
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Beispiel: Multiplikation

Annahme: |a|=|b|=n=2°¢flr ein c € IN

Algorithmus Produkt(a,b):
If |al=|b|=1 then return a-b
else
k:=|al|/2
a,:= adiv 2¢;a,:= a mod 2¥
by:= b div 2¢; b,:= b mod 2*
return Produkt(a,,b,)-22¢ + (Produkt(a,,b,) + Produkt(a,,b,))-2" +
Produkt(a,,b,)

mod, div, + und -2¥ auf n-Bit Zahlen: Aufwand O(n)
Zeitaufwand: T(n) = 4-T(n/2) + O(n), T(1) = 0O(1)

20.10.2008 Kapitel 1
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Beispiel: Seltsam

Algorithmus Seltsam(S)
If |[S|=1 then return x /I S={x}
S.= erste |S|/5 Elemente In S
"= letzte 3|S|/4 Elemente in S
a.=Seltsam(S’)
b:=Seltsam(S”)
return a+b

Laufzeit:
 T(n): Laufzeit fur |S|=n
e T(N)=T(n/5)+T(3n/4) + O(1), T(1)=0(1)

20.10.2008 Kapitel 1
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Master-Theorem

und d mit n=b¥ flr ein kelN se;

T(n)=a

T(n)=c-n+d-. T(n/b)
Dann gilt

T(n) = ©(n)

(n) = ®(n log n)

20.10.2008

(n) = ©(n°sb )

Kapitel 1
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Master-Theorem

Behauptung: Sei n=b* fur ein kelN,. Dann ist
T(n) =cn X._,“* (d/b) + a.dX

Bewels: vollstandige Induktion

k=0:T(n)=a (wahr)

k-1 — k:

T(n) =cn +d- T(n/b)

=cn + d- (c(n/b) 2,2 (d/b)' + a-d*?)
=cn 2! (d/b)' + a-dX
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Master-Theorem

Sei n=b* fir ein keIN,. Dann ist
T(n) =cn 2_,<t (d/b)' + a-dX

Drel Falle:

e d<b: X._J%* (d/b) =©(1), also T(n)=0(n)

e d=b: >._** (d/b) =6(k), also T(n)=6G(n-k)
mit k=log, n

e d>b: >._<1 (d/b) =6((d/b)¥), also
T(n)=0(n-(d/b)<)=6(d¥)=6(n'°%b 9)
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Beispiele:

o Fakultat:

T(n)=T(n-1)+c, T(1)=d

Losung: T(n) =c-(n-1) +d (vollst. Ind.)
* BinSuche (n=2%):

T(n)=T(n/2)+c, T(1)=d

Losung: T(n) =clogn+d (vollst. Ind.)
« Multiplikation (n=2%):

T(n)=4-T(n/2) +c-n, T(1)=d

Losung: T(n) = ®(n?) (Mastertheorem)

20.10.2008 Kapitel 1
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Rekursionsauflosung

Verschiedene Verfahren:

* Vollstandige Induktion: einfachste Methode fur
Rekursionsauflosung, falls bereits richtige
Vermutung (welche entweder tUber Abwicklung
der Rekursion Uber mehrere Schritte oder
zumindest Uber die Hypothese T(n)=nk flir ein
unbekanntes k naherungsweise bestimmt
werden kann)

* Erzeugendenfunktionen
e Charakteristische Polynome
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Rekursionsauflosung

Beispiel: Algorithmus Seltsam
T(n)=T(n/5)+T(3n/4)+c, T(1)=d

Ziel: suche kleinstes k, so dass T(n)<nk.

Fur dieses k muss gelten:

nk > (n/5)k + (3n/4)k+ ¢
& 1> (1/5)%+ (3/4)%+ c/nk
Also konstantes k gesucht mit 1>(1/5)%+(3/4)x.

Dieses k ist mit binarerer Suche zu ermitteln.
Ergebnis: k~0.92
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Average Case Laufzeit

Beispiel: Inkrement einer grol3en Binarzahl, die In

A[0],...,A[n-1] gespeichert ist (A[n]=0)
Algorithmus Inc(A):
1:=0
while true do

If AlI]=0 then A[i]:=1; return

Alll =0

= 1+1

Durchschnittliche Laufzeit fur Zahl der Lange n?
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Average Case Laufzeit

Beispiel: Inkrement einer grol3en Binarzahl, die In
Al0],...,A[n-1] gespeichert ist (A[n]=0)

Analyse: sel | = {n-bit Zahlen}

e Fur Y der Zahlen (X, ,...,xp)e |, ISt X, = 0
— 1 Schleifendurchlauf

e Fur % der Zahlen (X, q,...,%p) ISt (X{,%,) = (0,1)
— 2 Schleifendurchlaufe

e Filr %% der Zahlenist (x,...,x,) = (0,1,...,1)
— | Schleifendurchlaufe
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Average Case Laufzeit

Beispiel: Inkrement einer grol3en Binarzahl, die In
A[O],...,A[n-1] gespeichert ist (A[n]=0)

Analyse: sel | = {n-bit Zahlen}
Average case Laufzeit T(n):
T(n) = @D Zic, TG
= (U]1,)) Zieg™ (1,172 O(i)
— Zi:ln O(|/2l) # Durchlaufe
= O(T,"i12') = 0(1)

# Zahlen
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Average Case Laufzeit

Problem: Average case Laufzeit mag nicht
korrekt die “gewohnliche” durchschnittliche
Laufzelt wiedergeben, da tatsachliche
Eingabeverteilung stark von uniformer
Vertellung abweichen kann.

Eingabeverteilung bekannt:
korrekte durchschnittl. Laufzeit berechenbar,

aber oft schwierig
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Erwartete Laufzeit

Eingabeverteilung folgt Wahrscheinlichkeits-
vertellung. Jede Eingabe wird zufallig und
unabhangig von fruheren Eingaben gemal3
Wahrscheinlichkeitsverteilung gewanhit:

Average Case Laufzeit — Erwartete Laufzeit

20.10.2008 Kapitel 1 57



Erwartete Laufzeit

Beispiel: Suche In unsortierter Liste

7 16 1 9 4 23 18 [ *

Heuristic: Move-to-Front
Nach jeder erfolgreichen Suche, flge das
gefundene Element vorne in die Liste ein.

D.h. Search(4) ergibt

- 4 | 16 9 | 23 18 [
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Erwartete Laufzeit

Analyse:

* | n Search-Operationen

 s;: Position von Element i in Liste (1: vorne)
* pi: Wahrscheinlichkeit fur Search(i)

Erwartete Laufzeit fur Search(i) bei zuféalligem i:

O(2ip;si)

Erwartete Laufzeit T(n) bei statischer Liste:
T(n) = 2 I p(c) t(c) = O( 21" 2 P; S )
AN

Wkeit flr Instanz ¢ Laufzeit fur Instanz ¢
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Erwartete Laufzeit

Was ist die optimale Anordnung?

Lemma 1.6: Eine Anordnung ist optimal, wenn fur
alle Elemente i,] mit s;<s; gilt p;=p;.

O.B.d.A. sel p,>=p,>=...>=p,, (M:# Elemente)
 Opimale Anordnung: s, = |
» Optimale erwartete Laufzeit: Opt = 2, p; |

Theorem 1.7: Erwartete Laufzeit von Move-to-
Front ist max. 2 - Opt fur genugend grof3es n.
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Bewels von Theorem 2.7

Betrachte zwel feste Elemente | und |
* 1. aktuelle Operation
* 1, letzte Suchoperation auf | oder |

t t

 PrlA| (A vV B)] = Pr[A]/ Pr[A Vv B]
* Pr[Search()) bei t;] = p, / (pi+p)
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Bewels von Theorem 2.7

Betrachte festes Element |
» Zufallsvariable X; € {0,1}:

X;=1 < Jvoriinder Liste
e Listenposition von i: 1+2 X,
* E[X]=0-Pr[X=0] + 1. Pr{X=1]

= Pr[Search()) spater als i] = p/(p,+p;)
» E[Listenpos] = E[1+2, X] = 1+2, E[X]
= 1+, p/(p;+p;)
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Bewels von Theorem 2.7

Erwartete Laufzeit fur Operation t fur
genugend grol3es ft:

Tyre = 24 Py (1+ Z;! p/(p;+P
—Z| D |7f P; pj)/Cl p]

=2 P +2 2 (0 P/ (P+P)
=2 P (L +2 2., p/(p+P) )
<2p(l+2241)

=2 Pp; 21=2 - Opt
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Nachstes Kapitel

Hohere Datenstrukturen.

Wir starten mit Priority Queues.
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