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Matchings in Graphen

Es sei ein ungerichteter Gragh = (V, E') gegeben. EiMatchingin G ist eine Teilmenge
M C F, so dass keine zwei Kanten alis einen Endpunkt gemeinsam haben. Ein Matching
M heiRtmaximal falls es inG kein grofReres Matching/’ mit A/’ > M gibt. Ein Matching

M heifl3tMatching maximaler Kardinalét (engl.maximum matchingfalls es inG kein Mat-
ching M’ mit |M'| > |M]| gibt. Wir sind an einem Algorithmus interessiert, der fimesn
gegebenen Graphen effizient ein Matching maximaler Kalité&erechnet.

(a) maximales Matching (b) Matching max. Kardinalitat

Matching-Probleme treten in der Praxis meistens als Zuorgsprobleme auf. Ein Bei-
spiel konnte etwa die Zuordnung von Professoren zu Vonigsn sein, wenn jeder Profes-
sor hochstens eine Vorlesung halten will: die Knoten degy&begraphen reprasentieren die
Professoren und die Vorlesungen, eine Kante zwischen efrefessor und einer Vorlesung
gibt an, dass der Professor die Vorlesung halten kann. Eichvay maximaler Kardinalitat
entspricht dann genau einer Zuordnung von Professorenrtesumgen, bei der so viele Vor-
lesungen angeboten werden kdnnen wie moglich.

Fur einen Grapher = (V, E) und ein Matching/ C E nennen wir die Kanten aus
M gematchtund die Kanten au&’ \ M ungematchtEin Knoten heiRgematchtwenn eine
seiner inzidenten Kanten gematcht ist. Knoten, die keizelente gematchte Kante haben,
heiRenfrei. Hilfreich ist weiterhin das Konzept alternierender bzwgmentierender Pfade
bzgl. eines Matchings/:

(i) Ein einfacher Pfady, vy, ..., v, heil3talternierend falls die Kantern(v;_;, v;) abwech-
selnd inM und inE \ M sind.

(i) Ein alternierender Pfad heilstugmentierendfalls er an beiden Enden ungematchte
Kanten hat und nicht verlangert werden kann, also wennebittknoten des Pfades
frei sind.

Beachte, dass ein augmentierender Pfad auch aus eingyezinzngematchten Kante zwi-
schen zwei freien Knoten bestehen kann.

Man sieht leicht, dass ein Matchidg mit Hilfe eines augmentierenden Pfagemu einem
Matching M’ vergro3ert werden kann: wenn man die gematchten KanteRfdeges aus/
herausnimmt und die ungematchten Kanten des Pfadé@$ minfugt, erhalt man namlich
ein gultiges Matching mit einer zusatzlichen Kante. Bre®rozess bezeichnen wir auch als
Invertiereneines augmentierenden Pfades. Das obige Matching (bsideszum Beispiel aus
Matching (a) durch ein derartiges Invertieren eines augim@mden Pfades erhalten.

Satz 1 Ein Matching M in G = (V, E) hat genau dann maximale Kardinadit wenn es
keinen augmentierenden Pfad gibt.
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Beweis:Die Behauptung des Satzes ist aquivalent zu: Ein Matchinigat genau dann nicht
maximale Kardinalitat, wenn es einen augmentierended Hifat. Wir beweisen diese Be-
hauptung. Die Richtung= ist offensichtlich richtig. Die Richtungs ist noch zu zeigen.

Sei M ein Matching inGG, das nicht maximale Kardinalitat hat. Sei’ ein Matching inG
mit maximaler Kardinalitat. Betrachte den Graph@h= (V, M & M’), wobeiM & M' =
(M UM\ (MnM') die symmetrische Differenz valy und M’ ist. Offensichtlich haben in
G’ alle Knoten Gradk 2. Also besteht’ aus einer Reihe von einfachen Pfaden und Kreisen,
die alle alternierend bzgh sind. M’ lasst sich aug/ durch Invertieren aller dieser Pfade und
Kreise erhalten. Da das Invertieren von Kreisen und vontracigmentierenden Pfaden das
Matching nicht vergrof3ert, miissen unter den Pfaden auch— |M| > 1 augmentierende
Pfade sein. O

Aus dem Beweis des Satzes folgt sogar, dass &8 lozgl. M/ genau|M'| — |M| kno-
tendisjunkte augmentierende Pfade gibt, wob£i ein Matching maximaler Kardinalitat
ist. Da sich die| M| gematchten Kanten auf dies&/’| — |V | augmentierenden Pfade ver-
teilen, lasst sich auch ableiten, dass es einen augmamdien Pfad der Lange hochstens
2 ||M]/(|M| - |M])] + 1 gibt.

Aufgrund des Satzes wissen wir auch, dass wir ein Matchingnrader Kardinalitat fin-
den konnen, indem wir mit einem beliebigen Matchihg zum BeispiellM/ = (), starten
und so lange augmentierende Pfade suchen und diese inmertiés es keinen augmentieren-
den Pfad mehr gibt. Es ist nur noch zu klaren, wie die Suclcl aagmentierenden Pfaden
realisiert werden soll.

Dabei stellt es sich zunachst als sehr glinstig heraust, Imétiebige augmentierende Pfade
zu suchen, sondern eine maximale Mekigezesteraugmentierender Pfade. Sdi das aktu-
elle Matching und sef die Lange (Anzahl Kanten) eines kiirzesten augmentiemefiades
bzgl. M. Dann suchen wir eine Mengg, p», ..., p, von knotendisjunkten augmentierenden
Pfaden der Langé so dass es keinen weiteren solchen knotendisjunkten Réad gibt, und
invertieren alle diese Pfads, ..., p,. Dieses Vorgehen hat den Vorteil, dass wir hochstens
O(\/m)-mal augmentierende Pfade suchen missen, wie HopcrofKarmugezeigt haben.
Lasst sich die Suche nach augmentierenden Pfaden i0Z@it + | E|) = O(|E|) realisieren,
erhalt man also einen Matching-Algorithmus mit Gesanfdeit O(+/[V[|E|). Im nachsten
Abschnitt wird dies fur den Fall bipartiter Graphen kortkseschrieben.

1 Matchings in bipartiten Graphen

Ein GraphG = (V, E) hei3tbipartit, wenn sich seine Knotenmengeso in disjunkte Teil-
mengenV; und V5 aufteilen lasst, dass alle Kanten einen Knoten Bumit einem aus/;
verbinden. Bei vielen in der Praxis auftretenden Zuordspngpblemen ist der entstehende
Graph tatsachlich bipartit, so auch beim eingangs ertethiduordnungsproblem mit Profes-
soren und Vorlesungen.

In bipartiten Graphen lasst sich die Suche nach einer malgmMenge knotendisjunkter
augmentierender Pfade dursimultane Breitensuchend anschlieRendBefensucheffizient
in linearer ZeitO(|V' |+ | E|) realisieren (Algorithmus von Hopcroft und Karp, 1973). Geer
sieht der Algorithmus so aus:

e setzeM = ()
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¢ while (true)do
simultane Breitensuche;
if (es existiert ein augmentierender Pfad)
then Tiefensuche nach knotendisjunkten kiirzesten augmentien Pfaden;
else break;
fi
od

e gib M als Matching maximaler Kardinalitat aus

Eine Ausfiihrung des Rumpfes der while-Schleife nenneritesiation. Wir wissen, dass der
Algorithmus auch im Worst-Case nar(,/]V]) Iterationen ausfiihrt. Jede Iteration besteht
aus einer simultanen Breitensuche und, falls das Matchaeh nicht maximale Kardinalitat
hat, einer anschlie3enden Tiefensuche. Sowohl die simreiBaeitensuche als auch die Tie-
fensuche konnen in Ze®(|V| + |E|) ausgefuhrt werden, so dass sich eine Gesamtlaufzeit

vonO(+/|V||E|) ergibt.

1.1 Simultane Breitensuche

Bei gegebenem aktuellen Matchindg ist es die Aufgabe der simultanen Breitensuche, er-
stens zu entscheiden, ob es in dem Graphen Uiberhaupt ngeteatierende Pfade gibt, und
zweitens den Knoten des Graphen Level-Werte zuzuordnédgman Hilfe die anschlieRende
Tiefensuche eine maximale Menge kirrzester knotendispurgkigmentierender Pfade finden
kann.

Jeder Pfad in einem bipartiten Graph@rbesucht abwechselnd einen Knotern/inund
einen inl5. Da alle augmentierenden Pfade ungerade Lange habennkeegie jeweils bei
einem freien Knoten i; und enden bei einem freien Knotenli. Dabei verwenden sie in
Richtung vonl/; nachV; jeweils eine ungematchte Kante und in Richtung VenachV; eine
gematchte Kante. Wir ordnen jedem Knoteginen Wertevel[v] zu, den wir am Beginn jeder
simultanen Breitensuche mitl initialisieren und der am Ende der Breitensuche die Lange
eines kurzesten alternierenden Pfades von einem freietekmud/; zuv reprasentieren soll.

Um die Lange eines kiirzesten augmentierenden Pfadesstimb®en, lasst man eine
Breitensuche gleichzeitig bei allen freien Knoten &ydeginnen: aus diesem Grund spricht
man vonsimultanerBreitensuche. Dabei initialisiert man die Queue einfachfarfang nicht
mit einem einzigen Startknoten, sondern fugt alle freieten aud/ in die Queue ein. Fur
jeden dieser Knoten setzt man auf3erdefavel[v] = 0.

Die weitere Breitensuche lauft dannfiaserab, die abwechselnd vom Typ 1 bzw. vom
Typ 2 sind:

Typ 1: zu Anfang der Phase bilden die Knoten aus der Queue eine digjenvonl;; in
der Phase wird jeder solche Knoteraus der Queue geholt und allegematchten
Nachbarkanterr = {v,w} betrachtet: fallsv noch nicht besucht wurde, setzt man
level|w] = level[v] + 1 und fugtw hinten an die Queue an; am Ende der Phase besteht
die Queue nur aus Knoten, dielia sind.

Typ 2: zu Anfang der Phase bilden die Knoten aus der Queue eine digglenvonls; in
der Phase wird jeder solche Knotenaus der Queue geholt und seigematchte
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Nachbarkantee = {v,w} betrachtet: fallsw noch nicht besucht wurde, setzt man
level[w] = level[v] + 1 und fugtw hinten an die Queue an; am Ende der Phase be-
steht die Queue aus Knoten, dielinsind.

Die Breitensuche terminiert, wenn die Queue nach einerd?r@s Typ 1 einen freien Knoten
w enthalt (dann gibt es einen augmentierenden Pfad dereliang [w], der beiw endet, und
es wird die anschliel3ende Tiefensuche gestartet) oder dier@ueue leer wird (dann gibt es
keinen augmentierenden Pfad und das aktuelle Matchingenait® maximale Kardinalitat).

1.2 Tiefensuche nach augmentierenden Pfaden

Wenn bei der simultanen Breitensuche naéthasen ein freier Knoten aus erreicht wurde,
SO wissen wir jetzt, dass es mindestens einen kirzestenemigerenden Pfad der Lange
gibt, und wollen nun mittels Tiefensuche eine maximale Mesgicher kiirzester augmentie-
render Pfade berechnen. Genauer werden wir dazu nichtiexigeeTiefensuche verwenden,
sondern fir jeden freien Knotenaus!/; eine eigene Tiefensuche starten, um vaus (falls
maoglich) einen augmentierenden Pfad der LaAge finden. Bei diesen Tiefensuchen be-
trachten wir ausschlief3lich Kanten, die den folgenden Bgaigen geniigen (andere Kanten
werden ignoriert):

e Ist der aktuelle Knotem € Vi, so betrachten wir vom aus Kantere = {u,w} mit
e € E\ M undlevel[w] = level[u] + 1.

e Ist der aktuelle Knotem € V3, so betrachten wir vom aus Kantere = {u,w} mit
e € M undlevel[w] = level[u] + 1.

Erreicht eine solche Tiefensuche von einem freien Knotaas!; einen freien Knotem aus

V3, so ist der zugehorige Pfad vemachw ein kiirzester augmentierender Pfad. In diesem
Fall wird der Pfad sofort invertiert (Kanten, die id waren, werden aus/ herausgenommen,
und Kanten, die noch nicht it/ waren, werden i/ eingeflgt), alle Knotem auf dem Pfad
werden durch Setzen vdavel[u| = —1 fur weitere Tiefensuchen gesperrt, und die nachste
Tiefensuche wird beim nachsten freien Knoten Bugestartet. Lauft eine Tiefensuche in eine
Sackgasse, d.h. es wurde noch kein augmentierender Piatbigefund es gibt vom aktuellen
Knotenu aus keine den obigen Bedingungen genugende Kante mehitdséewel[u] = —
gesetzt und die Tiefensuche am Vorganger uofortgesetzt. Die Level-Werte der Knoten
werden wahrend der Tiefensuchen nur dann verandert, eenaugmentierender Pfad oder
eine Sackgasse gefunden wurde: in diesem Fall wird durcteBetes Level-Wertes aufl
erreicht, dass die betroffenen Knoten fur den Rest deemgiche ignoriert werden.

1.3 Beispiel des Ablaufs einer Iteration

Der bipartite GraptG = (V; U Vo, E) mit V; = {1,2,3,4,5,6} undVy = {a,b,c,d,e, f}
und das aktuelle Matchinty seien wie folgt gegeben (gematchte Kanten sind fett gemetch
freie Knoten sind dick umrandet):
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Die Zahlen aufR3erhalb der Knoten geben demr/-Wert an, der sich bei der simultanen Brei-
tensuche ergibt. Nach der dritten Phase der simultaneteBseiche befinden sich die Knoten
¢, e und f in der Queue. Da darunter auch zwei freie Knotemrid e) sind, terminiert die
simultane Breitensuche, und es wird nacheinander bei dgeanfiKnoten aud/, also bei
Knoten1 und4, jeweils eine Tiefensuche gestartet. Dabei werden nuradgehden Kanten
betrachtet:

Level 0:

Level 1:

Level 2:

Level 3:

Es konnten dann z.B. die Pfadea, 2, c und4, b, 3, e gefunden werden, die eine maximale
Menge knotendisjunkter kiirzester augmentierender Rfaosellen. (Auch der Pfat b, 3, ¢
alleine ware Uibrigens eine solche Menge.) Nach Invemigrdieser beiden Pfade ergibt sich
folgendes Matching, das bereits maximale Kardinalitét ha




