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1 Kdurzeste Pfade in Graphen

Es sei ein gerichteter Gragh = (V, E) mit |V| = n Knoten,|E| = m Kanten und Kanten-
gewichtenc : E — R gegeben. EifPfadin G vonu € V nachv € V ist eine Folggz, x1),
(1, 22), (22, 23), ..., (z,_1,2,) von Kanten au€’ mit xy = u undz, = v. Der Pfad heif3t
einfach wenn kein Knoten mehrfach vorkommt. Unter déingeeines Pfades verstehen wir
die Summe der Gewichte seiner Kanten, 8IS0 , ¢(z;_1, z;). Die Zahl der Kanten auf dem
Pfad ist sein&Kantenbnge

In vielen Anwendungen ist man daran interessikitzestePfade in einem Graphen zu
berechnen, z.B. beim Routing von Verbindungen in Kommuiokanetzwerken oder bei der
Auswahl von Wegen in Navigationssystemen. Man unterseteldbei die folgenden Pro-
blemstellungen:

¢ single-pair. berechne fur gegebeneundv einen kirzesten Pfad vannachv

¢ single-sourceberechne fur einen gegebenen Startknotdre kiirzesten Pfade zu allen

anderen Knoten

¢ single-sink berechne fiir einen gegebenen Zielknotettie kiirzesten Pfade von allen

anderen Knoten zu

¢ all-pairs: berechne kiirzeste Pfade fur alle Knotenpaare
Bis heute ist fur das single-pair-Problem kein substérigsserer Algorithmus bekannt als
fur das single-source-Problem. Deshalb konzentriererums im folgenden auf das single-
source-Problem. Das single-sink-Problem lasst sichaemfauf das single-source-Problem
zurlckfuhren, indem man alle Kanten umkehrt. Auch dagailts-Problem lasst sich unter
anderem durch das Losen varsingle-source-Problemen losen.

Seiv also der Startknoten, fur den wir das single-source-Rraldbsen wollen. Wir neh-
men an, dass alle anderen Knoten voawus erreichbar sind (zu Knoten, die nicht tiber einen
Pfad erreichbar sind, kann es auch keinen kurzesten PEsthyjand dass es (A keinen Kreis
negativer Lange gibt (sonst konnte man durch wiederbéferumlaufen um den Kreis einen
Pfad beliebig kurz machen; fordert man beim VorhandensemHKreisen negativer Lange
einfachekiirzeste Pfade, so ergibt sich éiff°-hartes Problem).

Wenn G keinen Kreis negativer Lange enthalt, gibt es auf jeddh €&afachekirzeste
Pfade; jeder nicht einfache Pfad enthalt namlich einezigkiden man weglassen kann, ohne
den Pfad langer zu machen. Die Lange eines kirzestere$famm Startknoten zu einem
Knotenw nennt man auch defbstandvon w.

Weiterhin bezeichnérom[w] fir alle Knotenw # v den letzten Knoten vow auf einem
kiirzesten Pfad von zu w. Damit ergeben die kiirzesten Pfade varu allen anderen Knoten
zusammen einelurzeste-Pfade-Baundessen Wurzel ist und in dem jeder Knotew # v
ein Kind vonfrom|w] ist.
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2 Algorithmus von Dijkstra

Der Algorithmus von Dijkstra 10st das single-source-Reobin gerichteten Graphen npo-
sitivenKantengewichten. Die Hauptidee dabei ist, dass in dieséhdieskiirzesten Pfade in
Reihenfolge aufsteigender Lange berechnet werden kbirex Algorithmus berechnet dabei
fur jeden Knotenv einen Wertdist|w], der die Lange eines kurzesten Pfades vom Startkno-
tenv zuw angibt, und einen Knotefrom|[w| (aufBer flrw = v), der den letzten Knoten var
auf dem kirzesten Pfad angibt. (Fur die Implementierghgs auch sinnvoll, sich die Kante
(from[w], w) zu merken.) Aus defir omWerten lassen sich dann die kirzesten Pfade leicht
konstruieren.

Der Algorithmus verwaltet (implizit) eine Teilmendé’ von V' mit erledigtenKnoten,
zu denen bereits kurzeste Pfade bestimmt wurden, d.lli¢ldiedi st - undf r omWerte
bereits korrekt sind und nicht mehr verandert werden. Aitialisierung wirdV’ = {v} und
dist[v] = 0 gesetzt. Dann wird in jedem Schritt ein zusatzlicher Knateerledigt und inV”’
eingefugt. Der Knotem ist dabei derjenige unter allen noch nicht erledigten Knotier den
Wert

uEV’r,I(lul,rtlu)EE{dISt [u] + c(u, w)}
minimiert, also am gunstigsten (bzgl. Pfadlange) V8raus Uiber eine Kant@:, w) erreicht
werden kann. Dann wirdist|[w] = dist[u] + ¢(u, w) undfrom[w] = u gesetzt und Knoten
w ist erledigt. Nachn — 1 Schritten ist der Algorithmus beendet.

Die Korrektheit des Algorithmus lasst sich leicht durclkduition zeigen, indem man be-
weist, dass nach < n Schritten des Algorithmug” ausk Knoten mit kleinsten Abstanden
von v besteht.

Zur effizienten Implementierung des Algorithmus von Diflsist zu Uberlegen, wie in
jedem Schritt der nachste zu erledigende Knatdrestimmt werden kann. Dazu verwenden
wir eine Priority-Queue, in der alle Knoten aus\ V' enthalten sind, die Uber eine Kante
von V" aus erreichbar sind. Die Prioritat eines Knoterin der Priority-Queue soll dabei
gleichming, ey’ (yuw)cp{distu] + c(u,w)} sein. Dann kdnnen wir durch eineEDETEMIN-
Operation den nachsten zu erledigenden Knatelpestimmen. Zusatzlich merken wir uns
fur jeden Knotenw in der Priority-Queue denjenigen Knotenin V', der auf dem bisher
kiirzesten gefundenen Pfad zals letzter Knoten vow besucht wird. Dieser Knoten liefert
namlich den korrekten Wert fifirom[w], wennw das Minimum der Priority-Queue wird.

Am Anfang, wennV’ = {v} gilt, initialisieren wir die Priority-Queue, indem wir all
Nachbarnw von v (d.h. Knoten am anderen Ende von Kanten, die @bgrauslaufen) mit
Prioritatc(v, w) in die Priority-Queue einfugen. Sobald wir einen Knotemlurch eine -
LETEMIN-Operation aus der Priority-Queue herausnehmen und n&u énfligen, missen
eventuell Nachbarn vomw in die Priority-Queue eingefugt werden oder ihre Pradritérrin-
gert werden. War ein Nachbarvonw vorher tlberhaupt nicht in der Priority-Queue, SO muss
er mit Prioritatdist[w]| + c(w, u) eingefigt werden; war ein Nachbarvon w mit einer
Prioritat groRer alslist|w] + c¢(w, ) in der Priority-Queue, so muss die Prioritat auf die-
sen Wert erniedrigt werden @ZREASEPRIORITY-Operation). In beiden Fallen merkt man
sich infrom|[u], dass der vorlaufig kiirzeste Pfadzals letzten Knoten vot den Knotenw
besucht.
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Insgesamt ist diese Implementierung des Algorithmus vgksa sehr ahnlich dem Al-
gorithmus von Prim zur Berechnung minimaler Spannbaunee Hauptunterschied ist ledig-
lich die Zuweisung von Prioritaten fur die Knoten in derdfity-Queue. Auch die Laufzeit
ist etwa dieselbe: es werden— 1 Schritte gemacht, in denen jeweils einEUBETEMIN-
Operation und fur alle Nachbarn des aktuellen Knotens ewte NSERT- oder DECREASE
PRIORITY-Operation ausgefuhrt werden. Bei der ImplementierungRoority-Queues mit-
tels Fibonacci-Heaps ergibt sich wieder eine Worst-Caaafdeit vonO(|V|log |V| + | E]).

3 Kurzeste Pfade in allgemeinen Graphen

Es sei ein gerichteter Graghi = (V, E) mit |V| = n, |E| = m und Kantengewichten :

E — R gegeben. Wir nehmen an, dass ein Startknetenl” ausgewahlt wurde und dass alle
anderen Knoten vor aus erreichbar sind. (Daraus folgt dann auch, dassndestens. — 1
Kanten enthalt, also = O(m) gilt.) Fallsc(e) > 0flrallee € E, so 16st der Algorithmus von
Dijkstra das single-source-Problem, d.h. die Berechnwergidrzesten Pfade vonzu allen
anderen Knoten des Graphen, in Zeitm + nlogn). Wenn auch negative Kantengewichte
auftreten, liefert der Algorithmus von Dijkstra aber in d&egel keine korrekten Ergebnisse
mehr (siehe Abbildung 1), und ein modifizierter Ansatz istign.'Im folgenden beschreiben
wir den Algorithmus von Bellman und Ford.
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Abbildung 1: Gegenbeispiel fur Algorithmus von Dijkstra

Statt die kirzesten Pfade in Reihenfolge aufsteigendege zu berechnen, betrachten wir
die Pfade in Reihenfolge aufsteigender Kantenanzahl. &eitierende Algorithmus wird in
Phasen vorgehen und spatestens nach-ter Phase alle kiirzesten Pfade riditi Kanten
berechnet haben. Werd keinen Kreis negativer Lange enthalt, gibt es einfachezéste
Pfade und der Algorithmus terminiert nach spatesteRtasen.

Wir speichern fur jeden Knotenwieder zwei Wertelist[v] (den vorlaufigen Abstand des
Knotens vom Startknoten) urfdtom[v] (den letzten Knoten var auf dem vorlaufig kiirzesten
Pfad vons nachv). Am Ende der Berechnung reprasentieren diese Werteudeekten Pfade
von s zu allen anderen Knoten. Auf3erdem verwenden wir noch eireu@u von Knoten,
zu denen wir einen kiirzeren Pfad gefunden haben und derambiian (Knoten am anderen
Ende von ausgehenden Kanten) deshalb noch einmal dahimdygbprift werden miissen, ob
sich auch zu ihnen ein kiirzerer Pfad findet.

Anfangs setzen wifrom[v| = NULL fur allev € V, dist[s] = 0 unddist[v] = oo fur
allev # s. AuRerdem fuigen wir den Startknotenn die Queue ein. Dann wiederholen wir
die folgenden Schritte:
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1. hole den ersten Knotenaus der Queue

2. furjede ausgehende Kante= (v, w) vonuv, prife obdist|[v]+c(v, w) < dist|w] (d.h.
ob Uberv gerade ein kirzerer Pfad zugefunden wurde); falls ja, so setztest|[w] =
dist[v] + ¢(v, w) undfrom[w] = v und fugew in die Queue ein, falls es nicht schon
darin enthalten ist

Diese Schritte gruppieren wir folgendermalf3en in Phaseéan%en Ende der vorherigen Pha-
se (bzw. am Anfang des Algorithmus) die Knoten. . ., v, in der Queue enthalten. Dann
besteht die nachste Phase des Algorithmus aus:detgenden Schritten, in denen jeweils
einer dieser Knoten bearbeitet wird. Die Phase endet, werotelv,, fertig bearbeitet ist.
Der erste Knoten, der naah in die Queue eingefugt wurde, wird dann als erster in der dar
auffolgenden Phase bearbeitet. Eine Phase entspricht@tiddearbeitung aller Knoten, die
zu Anfang der Phase in der Queue waren.

Die Laufzeit pro Phase ist hochstensn + m), da in einer Phase jeder Knoten hochstens
einmal bearbeitet wird und fur jeden Knoten nur seine ausgden Kanten betrachtet werden.
Dan = O(m) qgilt, kann der Zeitbedarf pro Phase auch@lsn) angegeben werden.

Falls nachn Phasen die Queue noch Knoten enthalt, so bricht der Algutis die Be-
rechnung ab und meldet, da§seinen Zyklus negativer Lange enthalt. Die Gesamtlatifzei
des Algorithmus ist als®(nm).

Satz 1 Falls G keinen Kreis negativerdnge enthlt, berechnet der Algorithmus von Bellman
und Ford korrekt die érzesten Pfade vanzu allen anderen Knoten.

Beweis:Es ist klar, dass digist-Werte, die der Algorithmus berechnet, nie kleiner als die
tatsachlichen Abstande werden konnen. Daher ist nuremyen, dass am Ende alest-
Werte mit den tatsachlich Abstanden Ubereinstimmenzulleweisen wir per Induktion nach

i die folgende Behauptung:

(*) Am Ende von Phasehat der Algorithmus kirzeste Pfade mindestens zu derganig
Knoten korrekt berechnet, zu denen es einen kirzestemifad i Kanten gibt.

Fur: = 1 ist die Richtigkeit von(x) offensichtlich. Sei(x) nun furi = 1,2,... k — 1
richtig. Seiw ein Knoten aus~, zu dem es einen kurzesten Pfad miKanten, aber keinen
mit < k& Kanten gibt. Sew’ der letzte Knoten votv auf einem solchen Pfad. Dann gibt es
einen kurzesten Pfad zu’ mit £ — 1 Kanten. Also ist flrw’ am Anfang von Phasg der
korrekte Abstand bereits berechnet. Zu dem Zeitpunkt, atskdrrekte Abstand berechnet
wurde, warw’ entweder schon in der Queue oder wurde in sie eingeflgt.jédén Fall
wurde bzw. wirdw’ (und damit seine ausgehende Kafté w) zuw) nach diesem Zeitpunkt
noch einmal bearbeitet, spatestens in Plhased damit auch fiiw der korrekte Abstand und
ein entsprechender kirzester Pfad berechnet. O

FallsG keinen negativen Zyklus enthalt, so sind spatestensiPhabe: — 1 alle kiirzesten
Pfade bestimmt und in Phaseverden keine Knoten mehr in die Queue eingefiigt. Falls also
nachn Phasen noch Knoten in der Queue sind, so ntkssnen Zyklus negativer Lange
enthalten.
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Historische Bemerkung: Die Idee, mit vorlaufigedist-Werten zu arbeiten und bei Be-
trachtung einer Kantév, w) mit dist[v] + ¢(v, w) < dist[w] den Wertdist|w] zu aktua-
lisieren, stammt von L.R. Ford aus den 50’er Jahren. Die,ldeenoch zu bearbeitenden
Knoten in einer Queue zu verwalten und fur den aktuellent&malle ausgehenden Kan-
ten zu betrachten, hatten kurz darauf unabhangig vongard®.E. Bellman und E.F. Moore.
Der sich ergebende Algorithmus wird meist als Algorithmos Bellman und Ford zitiert,
gelegentlich auch als Algorithmus von Moore und Ford.

4 Erkennung von Kreisen negativer Lange

Der Algorithmus von Bellman und Ford erkennt das Vorhandemsines negativen Zyklus
daran, dass sich naehPhasen noch Knoten in der Queue befinden. In diesem Fallewiiath
auch gerne einen solchen Zyklus negativer Lange wirklisgaben.

4.1 Erkennung nachn Phasen

Folgender Satz hilft uns, naeh Phasen ohne grof3en Aufwand einen negativen Zyklus zu
bestimmen.

Satz2 Fur k£ = 1,...,n gilt, dass @ir einen Knotenw, der nachk Phasen in der Queue
ist, die Kettew, from[w], from[fromw]] = from® [w], ... mindesteng-mal zufickverfolgt
werden kann, ohne auf einéiiLL-Wert zu stoRRen. Es gilt alsarom® [w] # NULL.

Beweis:Alle Knoten, die in einer dern Phasen in die Queue eingefugt wurden, haben einen
definiertenfrom-Wert ungleichNULL. Wir zeigen die Behauptung des Satzes per Induktion
nachk. Furk = 1 ist sie offensichtlich richtig. Sew einer der Knoten, die nach Phasen
noch in der Queue sind. Also muss es einen Knategeben, der nach — 1 Phasen in der
Queue war und dessen ausgehende Kauter) dazu gefuhrt hat, dasswieder in die Queue
eingefugt wurde. Entweder gilt am Ende von Phagamer nochf rom[w| = w’, dann wissen
wir (Induktionsannahme), dass dieom-Kette abw’ (£ — 1)-mal zuriickverfolgt werden kann,
also abw k-mal. Oder es wurde anschliel3end ein noch kirzerer Pfad gefunden, dann
gilt from[w] = w"” fur einen Knotenv”, der nach Phase — 1 in der Queue war. Auch dann
folgt, dass diefrom-Kette abw k-mal zurtickverfolgt werden kann. O

Sei nunw ein Knoten, der nach Phasen in der Queue ist. Da dieom-Kette vonw
ausn-mal zuriickverfolgt werden kann, aber die+ 1 Werte w, from[w], from®[w], ...,
from™[w] nicht alle verschieden sein kdnnen, muss diese Kette &yllns enthalten. Man
kann sich leicht Uberlegen, dass dieser Zyklus negatarege "haben muss. Ansonsten hatte
der Algorithmus die Kante, die den Kreis geschlossen tatlich nicht eingefugt.

Wenn nachn Phasen noch Knoten in der Queue sind, kann also ein negdiykus
einfach dadurch gefunden werden, dass man einen belieKigetenw aus der Queue holt
und von ihm aus di€rom-Kette zuriickverfolgt, bis ein Knoten’ das zweite Mal auftritt.
Die Kanten vom ersten zum zweiten Auftreten worergeben einen Zyklus negativer Lange.
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4.2 Frihzeitige Erkennung

Wenn der Eingabegraph einen Zyklus negativer Lange #n#wtritt dieser Zyklus unter
Umstanden bereits nach wenigen Phasen irf deti-Kette eines Knotens auf. In diesem Fall
wirde man gerne die Berechnung sofort abbrechen und niekbtlenn Phasen abarbeiten.
Zu diesem Zweck kann man jedesmal, wenn man uber eine Kantg einen kirzeren Pfad
zuw findet unddist[w| = dist[v] + ¢(v, w) setzen will, Uberprifen, ol in derfrom-Kette
von v auftaucht. Falls ja, so ergeben die Kanten fiem-Kette vonw bis v, gefolgt von der
Kante(v, w), einen negativen Zyklus. Da dieom-Kette aber bis zw Knoten enthalten kann,
dauert dieses Durchsuchen im schlimmsten Fall jedegnia) Zeit und die Worst-Case-
Laufzeit dieses modifizierten Algorithmus von Bellman ummtdmergibt sich zuO (n*m).

Eine weitere Methode, negative Zyklen friihzeitig zu erlem Uberprift nicht, ob der
Knotenw in der from-Kette vonv enthalten ist, sondern ob unter den Nachfolgern von
w im bisherigen Kirzeste-Pfade-Baum vorkommt. Diese Meégherfordert zusatzliche Da-
tenstrukturen, um von einem Knoten aus effizient alle Ndgefom Kiirzeste-Pfade-Baum
durchsuchen zu kdnnen, erhalt aber bei geschickter imgaierung die Worst-Case-Laufzeit
O(nm).
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