Praktikum Algorithmen-Entwurf (Teil 3) 03.11.2008 1

1 DFS-Biume in ungerichteten Graphen

Sei ein ungerichteter, zusammenhéngender Graph G = (V| F) gegeben. Sei ferner ein
Startknoten s € V ausgewihlt. Startet man bei s eine Tiefensuche (DFS), so besucht
diese DFS alle Knoten von G. Jede Kante e € E spielt bei der DFS eine von zwei
moglichen Rollen:

1. Uber die Kante e wird von einem Knoten v aus ein unbesuchter Nachbar w ent-
deckt; in diesem Fall nennen wir e eine Baumkante, die als abwdrts gerichtet von
v nach w aufgefasst wird.

2. Wenn die DFS die Kante e betrachtet, ist der Knoten am anderen Ende bereits
besucht worden; in diesem Fall nennen wir e eine Riickwdrtskante.

Ein Beispiel soll das verdeutlichen:

Das Bild zeigt (a) einen ungerichteten Graphen, (b) die Einteilung der Kanten in Baum-
kanten (durchgezogen) und Riickwértskanten (gestrichelt) durch eine DF'S mit Startkno-
ten s, und (c) eine gewurzelte Darstellung des sich daraus ergebenden DFS-Baumes.

2 Zweifachzusammenhangskomponenten

Im folgenden sei G = (V, F) ein ungerichteter, zusammenhéngender Graph.

Definition 1 (Zusammenhang) Der (Knoten-)Zusammenhang von G ist die mini-
male Anzahl von Knoten, deren Entfernung G in zwei oder mehr Zusammenhangskom-
ponenten zerfallen ldsst.

Ein Graph mit Zusammenhang mindestens 2 heifit auch zweifachzusammenhdngend.
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Definition 2 (Artikulationsknoten) Ein Knoten a von G heifit Artikulationskno-
ten, wenn G durch Entfernung von a in zwei oder mehr Zusammenhangskomponenten
zerfallt.

Offensichtlich ist G genau dann zweifachzusammenhéngend, wenn er keinen Artikulati-
onsknoten enthalt.

Die Zweifachzusammenhangskomponenten (auch
Blicke oder engl. biconnected components) von G
sind die maximalen Teilgraphen von G, die zwei-

fachzusammenhéngend sind. Der nebenstehende T

Graph besteht aus drei Blocken, die durch durch- NN

gezogene, gestrichelte und gepunktete Kanten ge- O--0O- O
kennzeichnet sind. Die Artikulationsknoten sind L
schattiert gezeichnet. O

Es gilt iibrigens: Im Schnitt zweier Blocke liegt hochstens ein einziger Knoten. Blocke
konnen also keine Kante gemeinsam haben. Die Knoten, die im Schnitt von Blécken
liegen, sind genau die Artikulationsknoten. Die Blocke bilden eine Baumstruktur, d.h.
die Struktur, die entsteht, wenn man Blécke mit nicht-leerem Schnitt als benachbart
betrachtet, enthélt keine Kreise.

Der Zusammenhang von Graphen und die Berechnung der Blocke ist zum Beispiel
beim Aufbau ausfallsicherer Kommunikationsnetzwerke interessant. Ein zweifachzusam-
menhéngendes Teilnetzwerk bleibt auch dann zusammenhéngend, wenn ein beliebiger
Knoten ausfillt.

2.1 Erweiterter DFS-Algorithmus

Mittels einer nur geringfiigig modifizierten Tiefensuche in G kénnen fiir jeden Knoten v
die folgenden Werte ermittelt werden:

e pre[v] = Préordernummer (DFS-Nummer) von v, d.h. Nummer, die angibt, als
wie vielter Knoten der Knoten v von der DFS besucht wurde (pre[s] = 0).

e [ow[v] = minimale Praordernummer pre[w] eines Knotens w, der von v aus iiber
> 0 Baumkanten abwérts, evtl. gefolgt von einer einzigen Riickwértskante, erreicht
werden kann.

Die Berechnung der lou-Werte geschieht einfach durch Ausnutzung der folgenden Tat-
sache:

low[v] = min < {prelv]} U
{low[w] | w ist Kind von v im DFS-Baum } U
{preJw] | {v,w} ist Riickwértskante } )

Genauer wird am Anfang der rekursiven DFS-Funktion fiir einen Knoten v der Wert
pre[v] bestimmt und low[v] mit pre[v] initialisiert; dann werden alle Nachbarkanten
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von v betrachtet: bei einer abwértsgerichteten Baumkante zu einem Kind w erfolgt ein

rekursiver Aufruf und anschlieflend wird low[v] = min{low|v], low[w]} gesetzt; bei einer

Riickwirtskante zu einem Knoten w setzen wir dagegen low[v] = min{low[v], pre[w]}.
Nun kénnen wir folgendes Lemma verwenden.

Lemma 3 Sei G = (V, E) ein ungerichteter, zusammenhingender Graph und T ein
DFS-Baum in G. Ein Knoten a € V' ist Artikulationsknoten genau dann, wenn entweder
(a) a die Wurzel von T ist und > 2 Kinder hat, oder

(b) a nicht die Wurzel von T ist und es ein Kind b von a mit low([b] > pre|a] gibt.

Somit lassen sich die Artikulationsknoten in G mittels leicht modifizierter DF'S effizient
in Zeit O(|V| + |E]) ermitteln. Um die Blocke selbst mit demselben Zeitaufwand zu
bestimmen, kann man so vorgehen: Es wird ein Stack S von Kanten verwaltet, der
anfangs leer ist. Wenn eine Baumkante abwirts gefunden wird, so wird sie vor dem
rekursiven Aufruf auf S abgelegt; wenn eine Riickwértskante gefunden wird (von dem
unteren Endknoten aus), so wird sie sofort auf dem Stack abgelegt. Immer, wenn ein
rekursiver Aufruf fiir Knoten w zu Knoten v zuriickkehrt und low[w] > pre[v] gilt, bilden
die Kanten oben auf dem Stack bis einschliefllich der Kante {v, w} genau die Kanten
des néchsten Blockes.

3 DFS-Wailder in gerichteten Graphen

Sei ein gerichteter Graph G = (V, E) gegeben. Wenn man bei einem Knoten in G
eine Tiefensuche startet, so werden nicht unbedingt alle Knoten des Graphen erreicht,
und es muss eine weitere Tiefensuche bei einem unbesuchten Knoten gestartet werden.
Deshalb ergibt eine DF'S in einem gerichteten Graphen nicht einen einzigen DFS-Baum,
sondern i.a. einen DFS-Wald, der aus mehreren Baumen besteht. Jede gerichtete Kante
e = (v,w) € E wird untersucht, wenn ihr Startknoten v bearbeitet wird, und spielt bei
der DFS genau eine von vier moglichen Rollen:

1. Uber die Kante e wird ein unbesuchter Nachbar w entdeckt; in diesem Fall nennen
wir e eine Baumkante, die als abwdrts gerichtet von v nach w aufgefasst wird.

2. Der Knoten w ist bereits besucht worden und hat eine DFS-Nummer, die grofier
ist als die DFS-Nummer von v; in diesem Fall nennen wir e eine Vorwdrtskante.

3. Der Knoten w ist bereits besucht worden und ist ein Vorfahre (Vater, Groivater,
usw.) von v im selben DFS-Baum; in diesem Fall nennen wir e eine Rickwdirtskante.

4. Der Knoten w ist bereits besucht worden und ist kein Vorfahre (Vater, Groivater,
usw.) von v im selben DFS-Baum; in diesem Fall kann w im selben DFS-Baum
oder in einem bereits frither erzeugten DFS-Baum enthalten sein, und wir nennen
e eine Querkante.

Ein Beispiel soll das verdeutlichen:
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Ll Loty B

Das Bild zeigt einen moglichen DFS-Wald, der sich bei der Tiefensuche in einem gerich-
teten Graphen ergeben kann. Baumkanten sind durchgezogen gezeichnet, Querkanten
gestrichelt, Vorwérts- und Riickwértskanten gepunktet. In den Knoten sind die DFS-
Nummern (Praordernummern) angegeben.

4 Starke Zusammenhangskomponenten

Sei ein gerichteter Graph G = (V, E) gegeben. Zwei Knoten x und y von G liegen in
derselben starken Zusammenhangskomponente, falls es in G einen gerichteten Pfad von z
nach y und von y nach x gibt. Dadurch lasst sich die Knotenmenge von G vollstéindig in
starke Zusammenhangskomponenten einteilen (partitionieren). Der obige Beispielgraph
besteht zum Beispiel aus den fiinf starken Zusammenhangskomponenten {0,1,2,3,4},
{6,7,8}, {10}, {9} und {5}. Wir wollen fiir einen gegebenen Graphen G = (V, E) in
Zeit O(|V|+|E)|) die starken Zusammenhangskomponenten berechnen. Dies kann wieder
mittels modifizierter Tiefensuche erfolgen.

Wir betrachten den DFS-Wald und die Préaordernummern, die sich durch Tiefen-
suche in G ergeben. Fiir jede starke Zusammenhangskomponente Z C V nennen wir
denjenigen Knoten in Z mit der kleinsten Praordernummer die Wurzel der starken Zu-
sammenhangskomponente. Es ldsst sich zeigen, dass ein Knoten r genau dann die Wurzel
einer starken Zusammenhangskomponente ist, wenn es:

1. keine Riickwértskante von einem Nachfahren (dem Knoten selbst oder einem Kind,
Enkel, ...) von r im DFS-Wald zu einem echten Vorfahren (Vater, Grovater, . ..)
gibt

2. keine Querkante von r oder einem Nachfahren von r zu einem Knoten w gibt, so
dass die Wurzel der starken Zusammenhangskomponente von w ein echter Vorfahre
von 7 ist

(der Knoten 4 in obigem Beispiel hat so eine Querkante und ist daher keine Wurzel einer
starken Zusammenhangskomponente). Die starken Zusammenhangskomponenten lassen
sich dann aus dem DFS-Wald “abpfliicken”, indem man einfach bottom-up vorgeht
und an allen Wurzeln den noch daranhingenden Teilbaum aus dem Wald entfernt (im
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Beispiel also nacheinander die Teilbdume, die an den Knoten 0, 6, 10, 9 und 5 héngen).
Dies lésst sich alles im Rahmen einer einzigen Tiefensuche erledigen.

Wir definieren zusétzlich zur iiblichen Praordernummer prefv] eines Knotens v noch
einen Wert lowlink[v] wie folgt:

e [owlink[v] = minimale Préordernummer pre[w] eines Knotens w, der tiber > 0
Baumkanten abwirts, evtl. gefolgt von einer einzigen Riickwértskante erreicht
werden kann, oder der iiber > 0 Baumkanten abwérts gefolgt von einer einzigen
Querkante zu einem Knoten in einer Zusammenhangskomponente, deren Wurzel
echter Vorfahre von v ist, erreicht werden kann.

Die lowlink-Werte konnen wéhrend einer geringfiigig modifizierten DFS unter Ausnut-
zung folgender Gleichung berechnet werden:

lowlink[v] = min < { pre[v] } U { lowlink[w] | w ist Kind von v im DFS-Wald }

U { pre[w] | (v, w) ist Riickwértskante }
U { pre[w] | (v, w) ist Querkante und die Wurzel der starken

Zusammenhangskomponente von w ist Vorfahre von v })

Genauer wird am Anfang der rekursiven DFS-Funktion fiir einen Knoten v der Wert
pre[v] bestimmt und lowlink[v] mit pre[v] initialisiert; dann werden alle Nachbarkan-
ten von v betrachtet: bei einer abwértsgerichteten Baumkante zu einem Kind w erfolgt
ein rekursiver Aufruf und anschlieBend wird lowlink[v] = min{lowlink[v], lowlink|w]}
gesetzt. Bei einer Riickwirtskante wird dagegen lowlink[v] = min{lowlink[v], pre[w]}
gesetzt. Bei einer Querkante zu einem Knoten w muss entschieden werden, ob die Wur-
zel der starken Zusammenhangskomponente von w ein Vorfahre von v ist oder nicht;
das ist genau dann der Fall, wenn w vom Algorithmus noch nicht einer starken Zusam-
menhangskomponente zugeordnet (“abgepfliickt”) wurde, und in diesem Fall setzen wir
wieder lowlink[v] = min{lowlink[v], pre[w]} (ansonsten wird die Querkante ignoriert).

Wir verwenden die Tatsache, dass ein Knoten r genau dann Wurzel einer starken
Zusammenhangskomponente ist, wenn nach Ausfiihrung der DFS-Funktion fiir r die
Bedingung lowlink[r] = pre[r] gilt. Somit ist es fiir den Algorithmus leicht, die Wurzeln
der starken Zusammenhangskomponenten zu erkennen. Die starken Zusammenhangs-
komponenten selbst konnen nebenbei wiahrend der Tiefensuche bestimmt werden, wenn
man folgendermaflien vorgeht. Es wird ein Stack S von Knoten verwaltet, der anfangs
leer ist. Wenn die rekursive DF'S-Funktion fiir einen Knoten v aufgerufen wird, so wird
am Anfang der Ausfithrung der Funktion der Knoten v auf den Stack S gelegt. Wenn
am Ende der Ausfithrung der Funktion fiir Knoten v die Bedingung lowlink[v] = pre[v]
gilt, dann bilden alle Knoten oben auf dem Stack bis einschliellich v die néchste star-
ke Zusammenhangskomponente Z. Alle Knoten in Z miissen als “bereits einer starken
Zusammenhangskomponente zugeordnet” markiert werden, damit Querkanten zu diesen
Knoten, die spater gefunden werden, bei der Berechnung von lowlink-Werten nicht mehr
beriicksichtigt werden.
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Bemerkung: Man sollte sich bewusst machen, dass es gelungen ist, die Berechnung
von Zweifachzusammenhangskomponenten in ungerichteten Graphen und von starken
Zusammenhangskomponenten in gerichteten Graphen durch eine nur geringfiigig modi-
fizierte Tiefensuche in linearer Zeit O(|V |+ |E|) zu erledigen. Auf den ersten Blick hétte
man vielleicht vermutet, dass dazu Algorithmen mit erheblich gréfferem Laufzeitbedarf
notig sind!



