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1 Berechnung kantendisjunkter Spanntaume

Gegeben sei ein ungerichteter Gragh= (V, £'). Wir wollen die Kantenmengé& in zwei
kantendisjunkte Spannbaume zerlegen. O.B.d.A. bestetKahtenmengd” aus geniigend
vielen Kanten (d.h. es gibt auch zwei disjunkten Spanntegubas hier vorgestellte Verfahren
funktioniert aber auch fur eine beliebige Kantenmenge dexdiberhinaus fur beliebig viele
disjunkte Spannbaume.

Wir nennen eine TeilmengE der Kantenmengé& unablaingig falls F' in 2 Walder par-
titioniert werden kann. Anderenfalls nennen Wiabhangig Damit definieren wir

7 :={F | F ist unabhangige Teilmenge vadn} .

Dann istM = (E,Z) ein Matroid und wir kdbnnen den Greedy-Algorithmus anwendem
2 disjunkte Spannbaume zu finden.

Algorithmus 1 : Berechnung einer maximalen unabhangigen Menge ia (V. E)
1 begin

F:=0

foreache € E do

if F'U {e} ist unablangigthen
F:=FU{e}

return F

end
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Besteht der Grapliy = (V, E)) aus mindestens zwei disjunkten Spannbaumen, dann fin-

det der Algorithmus 1 eine Kantenmengedie sich in zwei disjunkte Spannbaume zerlegen
lasst. Es sind nun zwei Probleme zu losen. Die erste Scigkest ist es, die Unabhangig-
keit von F' U {e} zu testen. Weiterhin sind wir natirlich an einer Partitiam F' in zwei
Spannbaume interessiert. Letzteres Problem Iosenwadem wir uns immer eine Partition
von I in 2 kantendisjunkte Walder{ und F;) merken und diese in jedem Schritt aktualisie-
ren. Den Test auf Unabhangigkeit 1dsen wir, indem wir uehen, eine sogenanraegmen-
tierende Sequermi berechnen.
Zunachst einige Definitionen:

e SeiF ein beliebiger Wald und = {v, w} eine Kante, so dass siehundw im selben
Baum7 von F befinden. Wir bezeichnen n@{ /', ¢) den eindeutigen Pfad vannach
w in TE.

e Es seienf; und F; zwei kantendisjunkte Walder undg, ¢, € E. Eine Tauschsequenz
vone, nache, ist eine Kantenfolgeg, ey, . . ., e, SO das®; 11 € C(F{; mod 2)+1, €;) fur
allei € [0,...,¢— 1] gilt.

e Eine Tauschsequenz hei&tigmentierendfalls ¢, in keinem WaldF;, F; vorkommt,
die Endknoten vom, in zwei verschiedenen Baumen Véiy .4 2)+1 liegen und die
Tauschfolge minimale Lange hat, d.h. es gibt keine zweit&an, und ¢;, so dass
J>i+1lunde; € C(Fi; mod 2)+1, ) Qilt.
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Geben sei eine beliebige Partition véhin zwei kantendisjunkte WaldeF; und F.
Weiterhin sei eine augmentierende Sequenz agponache, gegeben. Wir fugen nuey wie
folgt zu F' (bzw. Fy und F3) hinzu: furi € [0,...,¢ — 1] ersetzen Wirf{; yoq 2)+1 durch
(Fli mod 2)+1 \ {€i+1}) U {e;}. AulRerdem ersetzen WH(; moq 2)+1 AUrCh Fg mod 2)41 U {er}.

Satz 1 ([1]) Nach einer Augmentierung sirfd und F, zwei kantendisjunkte &ltler.

Das Ziel ist also, eine augmentierende Sequenz (falls wodrd beztiglich einer Kantg
zu berechnen. Dies erfolgt ahnlich einer Breitensucheisirich Algorithmus 2 dargestellt.

Algorithmus 2 : Labeling-Algorithmu$F = F1UFy, eg)

1 begin

labele]=null fur allee € E

initialisiere leere Queué&®

Q.inserteq)

while 1Q.isEmptydo
e = (v,w) := Q.first
1 :=Index des Baumes zu desrgehort & 0 falls e = ¢)
if v undw liegen im selben Baum bzdfl{; o4 2)4+1 then

Label jede ungelabelte Kantevon C(F; o4 2)+1,€) Mit ,.¢* und fligee’ in Q ein

else

11 STOP, augmentierende Tauschsequenz gefunden

12 end
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Falls der Algorithmus eine augmentierende Tauschsequettieekt, konnen wir diese
an Hand der Labels zurtickverfolgen uhAdwie oben beschrieben augmentieren. Falls der
Algorithmus mit einer leeren Queue stoppt, danr¥ist {e,} abhangig.

Satz 2 ([1]) Terminiert der Labeling-Algorithmus mit einer leeren Qaedann istF’ U {ey}
abhangig.

Wir konnen die Suche nach einer augmentierenden Tausohise@twas beschleunigen.
Angenommen, der Labeling-Algorithmus fiir eine Kaegéerminiert mit einer leeren Queue.
Sei S die Menge aller Knoten, die mit einer gelabelten Kante iemtcsind. Es gilt nun (siehe
Beweis von Satz 2 in [1]), dass es einen Balpin F; und einen Baumi; in F;, gibt, der
S aufspannt. Wir kdnnen also diese Meng@ntrahieren“, da jede weitere Kantg, die
zwei Knoten ausS verbindet, nicht zuF' hinzugefugt werden kanrnF(U e, ist dann immer
abhangig). Eine Meng#, die in beiden WalderrF; und F, aufgespannt ist, nennen wir
Klumpen Wir kdnnen damit unseren Algorithmus verbessern, indenzunachst testen, ob
beide Knoten der Kante zu einefAlumpen® gehoren. Wir initialisieren den Algorithmus
zunachst mit: Klumpen. Sobald wir feststellen, dass zwei Knoten zunnd w in einem
gemeinsamen Klumpen liegen, vereinigen wir die beiderpeathienden Klumpen.

Damit finden wir bei jeder Ausfiihrung des Labeling-Algbntus entweder eine augmen-
tierende Tauschsequenz oder wir konnen zwei Klumpen znewereinigen (wodurch sich
die Anzahl der Klumpen um eins verringert). Der Labeling@ighmus wird somit hochstens
2(n — 1) +n — 1 = O(n) mal ausgefuhrt.
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Details zur Implementierung

FOr die Implementierung der Walder und der Klumpen vemen wir Union-Find-
Datenstrukturennode_par ti t i on). Bevor wir den Labeling-Algorithmus fir eine Kan-
te e = {v,w} ausfuhren, Uberprifen wir, abundw im selben Klumpen liegen. Falls ja,
kdnnen wir die Kante, sofort verwerfen. Anderenfalls fuhren wir den Labelintgdrithmus
aus. Findet dieser keine augmentierende Tauschsequenzdann vereinigen wir die Klum-
pen vonv undw. Beziglich der Union-Find-Datenstruktur fur die Klunmpiihren wir also
hochsten@m find-Operationen unad — 1 union-Operation aus. Ebenso legen wir fur beide
Walder £, und 5 eine Union-Find-Datenstruktur an.

Fir jede Kante: speichern wir den Index des Waldes zu degehort (fallse bisher zu
keinem Wald gehort, setzen wihdex|[e] := 0). Auf3erdem besitzt jede Kante ein Label, das
vom Labeling-Algorithmus verwendet wird.

Der Labeling-Algorithmus initialisiert zunachst allelhels der Kanteni@abel|e] := null)
und fugt die Kante, = {v, w} in die Queue ein. Fur jeden Wald berechnen wir den zugehori
gen Baum, dep enthalt und Wurzeln diesen an Dazu legen wir ein Arrayl1[v] und ein
Array p2[v] an. Wir setzerp|v]| := v undp[u] := null, falls u nichtim entsprechenden Baum
ist. Dadurch kdonnen wir fur jeden Knotereinen Pfad zw berechnen (falls vorhanden).

Labeling-Schritt. Falls die Queue leer ist, terminiert der Labeling-Algomitins. Dann ist
FuU{ey = {v,w}} abhangig. Anderenfalls entfernen wir die erste Kante {v,, v, } aus der
Queue und betrachten den Walgmit i = (index[e] mod 2) + 1.

Initialisierung.  Fallsv; undwv, im entsprechenden Wald in verschiedenen Baumen liegen,
haben wir eine augmentierende Tauschsequenz gefundeerexidlls setzen wit := vy,

falls v; = v oderlabel[{v, pi[v1]}] # null gilt. Sonst seiu := v,. AuBRerdem initialieren

wir einen leeren (Kanten-)Stack.

Finden der ungelabelten Kanten. Wir legen nun die Kantdw, pi[u]} auf den Stack und
setzenu := pi[u] bisu = v oderlabel[{u, pi[u]}] # null gilt.

Labeln der Kanten. Solange der Stack nicht leer ist, nehmen wir eine Kahwem Stack,
setzenlabelle'] := e und fugere’ zur Queue hinzu.

Findet der Labeling-Algorithmus eine augmentierende dassquenz, dann augmentie-
ren wir wie oben beschrieben. Die Laufzeit des Labelingetithmus istO(n). Insgesamt
wird dieserO(n) mal ausgefiihrt, d.h. die Gesamtlaufzeit(xt:?).
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