7.5 Greibach-Normalform

Definition 108

Sei G = (V, %, P, S) eine kontextfreie Grammatik. G ist in
Greibach-Normalform (benannt nach Sheila Greibach (UCLA)),
falls jede Produktion # S — € von der Form

A—aamitaeX, acV*

ist.

Lemma 109

Sei G = (V,X, P, S) kontextfrei, (A — a1 Bawg) € P, und sei

B — B1|B2] ... |8y die Menge der B-Produktionen (also die Menge
der Produktionen mit B auf der linken Seite). Ersetzt man

A — a1 Bag durch A — oy B1asg|ay feas| . .. |ag fBrag, so dndert
sich die von der Grammatik erzeugte Sprache nicht.
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Lemma 110

Sei G = (V, X, P, S) kontextfrei, sei A — Aai|Aasg|...|Aa, die
Menge der linksrekursiven A-Produktionen (alle o; # €, die
Produktion A — A kommt o0.B.d.A. nicht vor), und seien

A — [(1|Ba|...|Bs die restlichen A-Produktionen (ebenfalls alle
Bi # €).

Ersetzen wir alle A-Produktionen durch

A= B |Bs|BrA] .. B A
A= aq|. . aplar Al e A

wobei A’ ein neues Nichtterminal ist, so dndert sich die Sprache
nicht, und die neue Grammatik enthalt keine linksrekursive
A-Produktion mehr.
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Beweis:
Von A lassen sich vor der Transformation alle Zeichenreihen der
Form

(Br|Bal ... |Bs)(arlasg|. .. |ag)”
ableiten.
Dies ist auch nach der Transformation der Fall. Wahrend vor der

Transformation alle Zeichenreihen der obigen Form von rechts her
aufgebaut werden, werden sie danach von links nach rechts erzeugt.

Die Umkehrung gilt ebenso. Ol
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Satz 111
Zu jeder kontextfreien Grammatik G gibt es eine dquivalente
Grammatik in Greibach-Normalform.
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Beweis:
Sei 0.BdA. G=(V,X,P,S) mit V={A4y,..., Ay} in
Chomsky-Normalform und enthalte keine nutzlosen Variablen.

Bemerkung: Im folgenden Algorithmus werden ggf neue Variablen
hinzugefiigt, die Programmvariable m andert sich dadurch
entsprechend!
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Beweis:

for k=1,...,m do
for j=1,....k—1do
for all (A, — Aja) € P do
ersetze die Produktion gemaB der Konstruktion
in Lemma 109
od
od
co die rechte Seite keiner Ay-Produktion beginnt nun
noch mit einer Variablen A;, j < k oc

ersetze alle linksrekursiven Ag-Produktionen gemaB der
Konstruktion in Lemma 110
co die rechte Seite keiner Aj-Produktion beginnt nun
noch mit einer Variablen A4;, j <k oc
od
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Beweis (Forts.):
Da nun fiir jede Produktion der Form

Ak — AjO(

gilt:

j>k
(dies impliziert insbesondere, dass die rechte Seite jeder
A,,-Produktion mit einem Terminalzeichen beginnt), kénnen wir
durch geniigend oftmalige Anwendung der Konstruktion in
Lemma 109 erreichen, dass jede rechte Seite mit einem
Terminalzeichen beginnt.
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Korollar 112

Sei G eine kontextfreie Grammatik. Es gibt einen Algorithmus, der
eine zu G dquivalente Grammatik in Greibach-Normalform
konstruiert, deren rechte Seiten jeweils héchstens zwei Variablen
enthalten.

Beweis:
Klar! O
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7.6 Kellerautomaten und kontextfreie Sprachen

Satz 113

Sei G eine CFG in Greibach-Normalform. Dann kann in linearer
Zeit ein NPDA A konstruiert werden (welcher mit leerem Stack
akzeptiert), so dass
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Beweis:

Sei 0.B.d.A. € ¢ L(G).

Der Automat startet mit S auf dem Stack. Er sieht sich in jedem
Schritt das oberste Stacksymbol A an und iiberpriift, ob es in G
eine Produktion gibt, deren linke Seite A ist und deren rechte Seite
mit dem Terminal beginnt, welches unter dem Lesekopf steht.

Sei also G = (V,T, P,S).

Konstruiere NPDA A = (Q, 3, A, qo, Zp,0) mit

Q = {q}
A =V
Y =T
ZO = S

d(go,a,A) 3 (qo,v) fiir (A — ac) € P.
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Beweis (Forts.):
Zu zeigen ist nun: L(A) = L(G).

Hilfsbehauptung;:
S —gwi...wiAy ... Ay, mitw; € T, A;j € V per Linksableitung
~ (QO7w1 ... Wy, ZO) _):X (QO767 Al cee Am)

Der Beweis erfolgt durch Induktion iiber die Anzahl der Schritte in
der Linksableitung.
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Beweis (Forts.):

Induktionsanfang (i = 0):

S—cS &
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Beweis (Forts.):
Induktionsschritt ((i — 1) — 3):
&S S ngl-‘-wi—lA/Avw-Am UE{l,...,m+1}
—a wlwlAlAm
(aIso (AI — w; Az .. -A'u—l) S P)
gemaB Induktionsvoraussetzung

<~ (qu wy ... Wi—1, ZO) _>:k4 (
< (go,wr...wi1wi, Zo)  —% (qo,wi, A'Ay ... Ayy)
—a (

& (qo,wi ... wj, Zp) —% (qo,6, A1... Ap)
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Beweis (Forts.):

Aus der Hilfsbehauptung folgt
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Satz 114
Sei A= (Q,%,A, qo, Zy,d) ein NPDA, der mit leerem Keller
akzeptiert. Dann ist L(A) kontextfrei.
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Beweis:
Wir definieren:

G=(V,T,P,NS)
T:=%
Vi=Q xAxQU{S} wobei wir die Tupel mit [,,] notieren
P> S —q,Zo,q] firqge Q
P> 1a, 2, am] — alp, Zv, aillars 22, @2] -+ [m—1, Zins ]
fir 6(q,a,2) > (p, Z1-+ Zm), Va1, - - -, qm € Q,
mit a € X U {e}.

Idee: Aus [p, X, q] sollen sich alle die Woérter ableiten lassen, die
der NPDA A lesen kann, wenn er im Zustand p mit (lediglich) X
auf dem Stack startet und im Zustand ¢ mit leerem Stack endet.
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Beweis (Forts.):
Hilfsbehauptung;:

[p. X, q] =g w < (p,w,X) =% (¢,€€).
»="" Induktion {iber die Lange [ der Ableitung.
Induktionsanfang (I = 1):

[ana Q] —Gw
= 5(p7w7X) > (Qa 6)
= (p,’UJ,X) —A (qa €, 6)
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Beweis (Forts.):

Induktionsschritt (({ — 1) — 1):
Gelte

[p;Xa Qm-i-l] -G G[QL X17 Q2HQZ7 X27 QB] o [QmaXma Q’m,-‘rl]

o aw® ™ =

mit (g1, X1 - Xom) € 8(p,a, X), g, Xi, gip1] —b w® und
Z l; <.
Dann gilt gem3B Induktionsvoraussetzung
= (gi, w?, X;) =Y (gir1,6,€) Vie{l,...,m}
= (q’aw(l) e w(m),X) s (Q1,w(1) . w(m),Xl X))
=w

=3 (@m+1.6€) -
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Beweis (Forts.):
»<=": Induktion iiber die Lange [ einer Rechnung des NPDAs A

Induktionsanfang (I = 1):
(pa w, X) —A (q7 € 6)

= (g,€) € 6(p,w, X) (also |w| < 1)
= ([p, X,q) = w) € P.
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Beweis (Forts.):

Induktionsschritt (({ — 1) — 1):
Sei

(p7w7X) —A (q17w17X1 o Xm)
=4 (¢, 6€)
eine Rechnung von A der Linge [, mit w = ew’ und e € ¥ U {¢}.

Nach Definition gibt es
(Ip, X,q] — el X1q2] - - - [gmXimGm+1]) € P mit g1 = ¢

und eine Zerlegung w’ = w™ - - w(™, so dass w) - .- w® der
von A zu dem Zeitpunkt verarbeitete Tellstrlng von w’ ist, wenn
Xit1 zum ersten Mal oberstes Stacksymbol (bzw., fiir i = m, der
Stack leer) wird.
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Beweis (Forts.):

GemaB Induktionsvoraussetzung gilt also
qi,w(i),Xi ki Qit1, €, € mit l; <l und
A
(43, Xi, giv1] = w? .

Also folgt:

P, X,q) —a elqr, X1,q2] - [@m> Xms @ma1]  mit gg1 = ¢

S5t ew® ™ = g

Aus der Hilfsbehauptung folgt der Satz. Ol
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Satz 115
Folgende Aussagen sind dquivalent:

e L wird von einer kontextfreien Grammatik erzeugt.

o L wird von einem NPDA akzeptiert.

Beweis:
Folgt aus den vorhergehenden Satzen. 0
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