Praktikum Diskrete Optimierung (Teil 4) 19.05.2008 1

1 Farbung planarer Graphen

1.1 Problemstellung und Ziel

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit dem Farben vongpeanGraphen. Wir betrachten
die folgenden zwei Probleme:

e Konnen die Lander eine Landkarte mit nur 4 Farben so bef&erden, dass benach-
barte Lander unterschiedliche Farben erhalten?

e Wie mussen die Frequenzen in Mobilfunknetzen den Sendemasigeteilt werden,
dass moglichst wenige Frequenzen benotigt werden?

Eine Farbung eines ungerichteten Grapbes: (V, E) ordnet jedem Knoten (Kantee,
Flachef) ausV (F, F) eine natirliche Zaht(v) € IN (c(e), ¢(f)) zu, die auch Farbe ge-
nannt wird. Eine Farbung heil3t zulassig, falls je zweidmnbarten Knoten (Kanten, Flachen)
eine unterschiedliche Farbe zugewiesen wird. Man unterdehzwischen Knoten-, Kanten-
oder Flachen-Farbung. Eine Farbung, klxerschiedene Farben verwendet, héHktarbung.
v(G) = min{k | G ist k-farbbar hei3t chromatische Zahl.

Im Allgemeinen ist das Problem, ob ein Grapffarbbar ist,NP-schwer.

Definition 1 (Planarer Graph) Ein Graphd ist planar, wenn
e v € V in der Ebene [R?) eingebettet werderdkinen

e so dass sich die Kantenc E nur in den Knoten kreuzen.
Wir betrachten im Folgenden die Knoten-Farbung einesgsemGraphel:.

Satz 2 (Satz von Euler) Seienn, e und f die Anzahl der Knoten, Kanten undd€hen eines
planaren Grapherdz. Dann gilt
n—e+f=2

Beweis:Beweis durch Induktion tUber.

Fiurn = 1 besteht der Grap&y nur aus einer Menge von Schlingen. Falls- 0, so existiert
genau eine Flache. Far> 0 teilt jede Schleife eine Flache in zwei Flachen, und sashiie
Induktionsannahme fitr = 1 unde > 0 erfullt.

Sein > 1. Falls G zusammenhangend ist, kdbnnen wir eine Kante firdieikeine Schleife
ist. AnschlieBend kdnnen wir diese Kante “zusammenzietned wir erhalten einen Graphen
G mitn’ Knoten,e’ Kanten undf’ Flachen. Durch das “Zusammenziehen andert sich nicht
die Anzahl der Flachen, die Anzahl der Knoten und Kanteninvgert sich aber um 1. Einge-
setzt in die Hypoytheser —e + f =n +1— (¢ + 1)+ f =2 O
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Bemerkung 3 Der Satz von Euler ist nurigtig in zusammerdmgenden Graphen. Die allge-
meine Formeliir einen planaren Graplx mit £ Zusammenhangskomponenten lautet:

n—e+f=k+1

Lemma 4 Jeder Graph mit maximalem Grad kann mitd + 1 Farben geérbt werden.

O

O

Satz 5 (Heawood)Jeder planare Graph ist Safbbar.

Beweis:|V| < 5: trivial.

SeiG = (V, F) ein minimaler nicht 5-farbbarer planarer Graph. 8ei V' ein Knoten mit
deg(v) > 5. Durch die Wahl vorG ist der Graphi — v 5-farbbar. Sejf : V\{v} — {1,...5}
eine 5-Farbung voty — v. DaG nicht 5-farbbar ist, ist jeder Nachbaf(v) mit einer anderen
Farbe gefarbt. Wir farben die Nachbaun, ..., n5 von v im Uhrzeigersinn mit den Farben
Ciy ..., Cs.

Sei(,; ; der Teilgraph vorey, der alle Knoten mit den Farbenundc; enthalt. In diesem
Graphen konnen wir die beiden Farben jeder Komponentaasstien, und wir erhalten eine
neue 5-Farbung votr — v. Die Komponente, die Knoten, enthalt, muss auch Knoten
enthalten, ansonsten kdnnen wir die Komponentey gathalt so umfarben, dasse N(v)
Farbec|v;] erhalt und der Grapty somit 5-farbbar ist.

Sei P, ; der Pfad inGG; ; von Knotenwv; nachv;. Betrachte nun den Krei§, der durch
den PfadP, 3 und Kontenv definiert ist. Dieser Kreis trennt die Knoten undv,. Aus die-
sem Grund muss der Pfdd , den PfadP; ; kreuzen. DaG ein planarer Graph ist, ist eine
Kreuzung nur in einem Knoten € V' zulassig. Da die Knoten aus3 ; die Farben 1 oder 3
und P, 4 die Farben 2 oder 4 besitzen, kann eine Kreuzung der Kantemam Knoten nicht
erfolgen. O

Satz 6 (4-Farben-Satz)Jeder planare Graph ist 4afbbar.

Anmerkung: Erst 1977 konnten Ken Appel und Wolfgang Haken einen Bewedefi. Der
Beweis reduzierte die Anzahl der problematischen FallelWoendlich auf 1936 (eine spatere
Version sogar 1476), die durch einen Computer einzelnufepiirden. 1996 konnten Neil
Robertson, Daniel Sanders, Paul Seymour und Robin Thomas @nodifizierten Beweis
finden, der die Falle auf 633 reduzierte. Auch diese mugsteomputer gepruft werden.
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2 Schema des Algorithmus

Betrachten wir den in Abb. 1 angegebenen Greedy-Ansatz:

func Greedy-Farbung((V, E))

Yo € V do
farbev mit der nachsten freien Farbe
od

Abbildung 1: Greedy-Farbung 1

Klar ist, dal3 dieser Algorithmus eine gultige Farbung G@esphen bestimmt, mit einer
Laufzeit vonO(|V| 4 |E|). Diese Farbung kann aber beliebig schlecht werden. Siahe d
Abb. 2. Obwohl nur 2 Farben notig sind, verwendet der Algponus 6 Farben.

@ 2 3 4 © (®

Abbildung 2: Beispiel

Der Algorithmus in Abb. 1 kann durch eine einfache Modifinieg verbessert werden.
Betrachte dazu den Algorithmus in Abb. 3

func Greedy-Farbung((V, E))

Vv € V do
clv] = min{k € IN | k # clw] Ve = {v,w}
od

Abbildung 3: Greedy-Farbung 2

Der Algorithmus in Abb. 3 benotigt im Allgemeinen wenigarben als der Algorithmus
in Abb. 1, bei gleicher LaufzeiO(|V| + |E|). Fur das Beispiel in Abb. 2 benotigt dieser
Algorithmus nur 2 Farben. Aber auch hier kann die Farburigbig schlecht werden.

Lemma 7 Fur jeden Grapher? = (V, ) gibt es eine Anordnung der Knotenv € V, so
dald der Greedy-Algorithmus in Abb. 3 eine optimadelfung bestimmt.
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Beweis:Seienc, ..., ¢y () die Farben des optimal gefarbten GraplierSei L, die Liste der
Knoten mit Farbe:; Wahleos wie folgt: 0 = L. o ... 0 Le - Auf dieser Anordnung der
Knoten liefert der Greedy-Algorithmus 3 eine optimalebtarg. O

Leider kdbnnen wir eine optimale Anordung der Knoten Busicht im Voraus bestimmen.
In vielen Fallen reicht es aus, eipgute* Farbung des Graphé&nhzu bestimmen. Dafir ist es
ausreichend, eingyute” Anordnung der Knoten zu finden. Betrachtet man eindarbenden
Knotenv € V, so sind alle Farbenn;| der NachbarknoteV (v) ,verboten*. Das bedeutet,
daf3 fur Knoten mit hohem Grad viele Farbgrerboten® sind.

Daraus lasst sich der Algorithmus 4 ableiten: Dieser Atgarus bestimmt im Allgemei-
nen eine,gute” Farbung eines Graphéhin LaufzeitO(|V|log |V | + |E|)

func Greedy-Farbung((V, E))

Ordne die Knoten € V' absteigend nactieg(v) — o]

fori=1to|o| do
clofi]] = min{k € IN |k # c[n] Ve = {o]i],n}

od
Abbildung 4: Greedy-Farbung 3
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