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Allgemeine Hinweise:

e Bitte fiillen Sie die oben angegeben Felder vollstindig aus und unterschrei-
ben Sie!

e Schreiben Sie nicht mit Bleistift oder in roter/griiner Farbe!

e Losen Sie die Aufgaben auf dem freien Platz unter der Angabe (bzw. auf
der Riickseite). Fordern Sie weiteres Papier von der Klausuraufsicht, falls
Ihnen der Platz nicht ausreicht.

e Als Hilfsmittel ist ausschlief3lich ein handbeschriebenes DinA4-Blatt zuge-
lassen. Bei Missachtung wird die gesamte Klausur mit null Punkten be-
wertet.

e Die Arbeitszeit betrigt 120 Minuten.

e Priifen Sie, ob Sie alle 7 Seiten erhalten haben.



Aufgabe 1 [5 Punkte] Multiple Choice Aufgabe

Kreuzen Sie pro Teilaufgabe hochstens ein Késtchen an. Fiir ein falsches Kreuz gibt es einen
halben Minuspunkt, fiir ein richtiges einen halben Pluspunkt. Wenn Sie kein Kreuz setzen,
bekommen Sie auch keine Punkte. FEine negative Gesamtpunktzahl dieser Aufgabe wird zu

0 aufgerundet. Maximieren Sie Thre Punktzahl!
a) O(n?) C ©(n?)
b) ©(n2) N O(n) = O(n)
¢) (logn)! € O(y/)
d) 227 € O(2")
e) f(n) € O(g(n)) = f'(n) € O(g'(n))

f) f'(n) = w(g'(n)) = f(n) = wlg(n))

[ ] Richtig
[ ] Richtig
X Richtig
[ ] Richtig
[ ] Richtig

XI Richtig

g) O(f(n)) ={g(n)|¥e>03ng>0Y¥n>ng:g(n)<c-f(n)} L] Richtig

X Falsch
X Falsch
[] Falsch
X Falsch
X Falsch
L] Falsch

& Falsch

h) Betrachte die folgende Rekursionsgleichung fiir n = 3* fiir ein £ € N: T(1) = 3 und

T(n) =3n+2-T(n/3) fir alle n > 1. Ist T'(n) € O(n)?

X Richtig

|:| Falsch

i) Ein unbeschréankter Stack kann in der Listendarstellung mit O(1) Zeitaufwand pro

pushBack und popBack Operationen realisiert werden.

XI Richtig

D Falsch

j) Kuckuckshashing benétigt im worst case O(1) Zeitaufwand pro insert, remove und

find Operation.

D Richtig

& Falsch



Aufgabe 2 [8 Punkte] Oh-Notation

a) [2 Punkte] Geben Sie den Wachstumsvergleich (o(-), w(-) und ©(+)) fiir die Funktionen
f(n) =n und g(n) = (logn)? an und begriinden Sie Thre Aussage!

b) [2 Punkte] Seien f und g positive und monoton wachsende Funktionen, und sei
O,(f(n)) ={g(n)|3c1,c2 >0Vn e N:g(n) <c; - f(n)+ e}

Zeigen Sie, dass O(f(n)) = O,(f(n)), das heisst: O(f(n)) C O,(f(n)) und O,(f(n)) C
O(f(n)).

¢) [2 Punkte| Zeigen Sie: Fiir zwei positive Funktionen f: N — N und ¢ : N — N gilt:
f(n) € o(g(n)) & g(n) € w(f(n))
d) [2 Punkte] Betrachten Sie die Rekursionsgleichung T'(n) fiir n = 2 fiir ein & € N mit
T(1)=1

T(n) =2T(n/2) 4+ n*.

Leiten Sie (ohne Mastertheorem!) eine geschlossene Form f(n) her, so dass T'(n) =

O(f(n)).

Losung 2

a) f(n) € w(g(n)) und g(n) € O(f(n))
b) O(f(n)) € O,(f(n)): c2 = f(no) und ¢; = ¢; O,(f(n)) € O(f(n)): ¢ = ¢; + ¢ und

nozl

c) f(n) € o(g(n)) & Ve > 03ng € N :Vn > ng : f(n) < cg(n) < V1/ec > 03ny € N :
vn > o - 1ef(n) < g(n) & g(n) € w(f(n)

d)
T(n) = 2T(n/2)+n?
= 2-(2-T(n/4) +n?/4) +n?

k—1
= 28 T(n/2") +) n?/2
=0

k-1

= n-T(1)+n”> 1/2

=0
= n+n®-(2—1/2" 1

Also T'(n) € ©(n?).



Aufgabe 3 [4 Punkte] Rekursion

In dieser Aufgabe werden Sie Rekursionsgleichungen ohne Verwendung des Mastertheorems

losen.

a)

[2 Punkte] Gegeben sei der folgende rekursive Algorithmus fiir die Berechnung von
b=a" fiirein a € Nund n € N:

: Potenz(a,n):
ifn=0thenbd:=1
else
b:=Potenz(a,|n/2])
if (n ungerade) then b := a - b else b := b?
return b

AN B o e

Stellen Sie die Rekursionsgleichung 7'(n) zu Potenz(a,n) auf und leiten Sie eine ge-
schlossene Form her! Sie konnen annehmen, dass alle Operationen aufler dem rekur-
siven Aufruf konstante Zeit benotigen. Fiir die Analyse diirfen Sie annehmen, dass n
eine Zweierpotenz ist.

b) [2 Punkte] Gegeben sei eine Menge von n Objekten mit Volumen ay, ..., a, € N und
ein Rucksack mit Volumen C'. Wir mochten die Menge der Objekte mit maximalem
Gesamtvolumen A finden, fiir die A < C ist. Dazu verwenden wir den folgenden
Algorithmus, der mit Rucksack(n,A) mit A= 3", a; aufgerufen wird.

1: Rucksack(n,A):
2: if n = 0 then
3: if (A < C) then return A else return 0
4: else return max{Rucksack(n — 1, A), Rucksack(n — 1, A — a,)}
Stellen Sie die Rekursionsgleichung T'(n) zu Rucksack(n,A) auf und leiten Sie eine
geschlossene Form her (alle Elementaroperationen kosten nur konstante Zeit).
Losung 3

T(n) = T(n/2)+c
= T(n/4)+2c
= T(n/8) +3c

= Tn/2") +k-c
T(1)+logn-c
(logn+1)-c

Also T'(n) € ©(logn).



T(n) = 2T(n—1)+c¢
Tn) = 22T(n—2)+c¢)+c

k
= T(n—k)+c) 2
=1

= 2"c+ czn: 2t
i=1

— 2nC—|- C(2n+1 o 1)

Also T'(n) € ©(2").



Aufgabe 4 [7 Punkte] While Schleifen

Fir gegebene Werte a,b € N wollen wir a modulo b bestimmen. Wenn die ganzzahlige
Division nicht als Elementaroperation zur Verfiigung steht, braucht dieses Problem einen
geeigneten Algorithmus. Wir betrachten zwei Varianten.

a) [2 Punkte] Betrachten Sie foldenden Algorithmus:

1: while a > b do
2: a:=a—>
3. return a

Bestimmen Sie die Laufzeit T'(a, b) in Abhéngigkeit von a und b. Benutzen Sie dafiir die
Potentialfunktion ®(a,b) = a/b fir die Analyse der while-Schleife, und argumentieren
Sie moglichst formal!

b) [5 Punkte] Betrachten Sie folgenden Algorithmus:

. if a < b then return a
k=1
: while (k-b < a) do k:=2k
l:=0;r:=k
while r — [ > 2 do
m:=(r+1)/2
if (m-b<a) then [ :=m else r :=m
creturna —1[-b

A A T

Bestimmen Sie die Laufzeit T'(a, b) in Abhéngigkeit von a und b. Benutzen Sie dafiir ®4(a, b, k) =
a/(k - b) in der ersten while-Schleife und ®9(a,b, k) = r — [ in der zweiten while-Schleife,
wobei Sie die Tatsache ausnutzen, dass am Ende der ersten while-Schleife &k - b € [a, 2a].
Argumentieren Sie moglichst formal!

Losung 4

a) Sei ®; der Potenzialwert vor der i-ten Iteration. ®; = a/b und fur alle i: ®; > 1, sonst
terminiert’s. Weil ®; = &, _; — 1 folgt, dass die Laufzeit gerade a/b ist.

b) Zu Beginn der ersten Whileschleife ist ®;; = a/b, danach gilt bei der i-ten Iteration
®,; = ®1,.1/2. Das geht solange bis ® > 1. Die Laufzeit ist also log(a/b). Analog
halbiert sich das Potenzial auch in der zweiten Whileschleife immer, und es gilt ®;; =
®,,;_1/2, und auch hier ist die Anzahl Iterationen in O(log (a/b)).



Aufgabe 5 [5 (Bonus-) Punkte] Datenstrukturen und amortisierte Analyse

Achtung: Diese Aufgabe ist schwierig! Versuchen Sie sie erst dann zu losen, wenn Sie alle
anderen Aufgaben bearbeitet haben! Es ist eine Bonusaufgabe, und die Maximalnote kann
auch ohne diese Aufgabe erreicht werden.

Wir wollen eine Datenstruktur DS implementieren, die pro insert, remove und find Opera-
tion im worst case nur O(1) Zeit braucht und fir n Elemente O(n) Speicherplatz benétigt.
Dazu wollen wir die folgenden Strukturen verwenden:

DS1: DS1 braucht fiir n Elemente O(n) Speicherplatz. Jede remove und find Operation
kostet O(1) Zeit im worst case, aber die i-te insert Operation kostet Zeit O(t;), wobei
t; € N der grofite Wert ist, fiir den 2%~! die Zahl i teilt. Die ersten insert Operationen
brauchen also Laufzeit: 1,2,1,3,1,2,1,4,1,2,1,3,1,2,1,5,1,2,...

DS2: DS2 braucht fiir n Elemente O(n?) Speicherplatz. Jede insert, remove und find Ope-

ration braucht aber nur O(1) Zeit im worst case.

a) [2 Punkte] Bestimmen Sie die Gesamtlaufzeit von DS1 fiir eine beliebige Folge von
n Operationen. Schliefen Sie daraus auf den amortisierten Zeitaufwand einer insert
Operation.

b) [3 Punkte] Bauen Sie aus DS1 und DS2 eine Datenstruktur DS, die unsere Anforderun-
gen oben erfiillt. Skizzieren Sie dazu eine geeignete insert, remove und find Operation.

Losung 5

a) Im schlimmsten Fall sind alle Operationen insert(). Amortisiert haben wir fiir n Ope-
ration deshalb maximal Kosten > /2" € O(1).

b) siehe Vorlesung



