100! TECHNISCHE UNIVERSITAT MUNCHEN H
998 .. ..
383¢| FAKULTAT FUR INFORMATIK
Lehrstuhl fiir Effiziente Algorithmen SS 2007
Grundlagen: Algorithmen und Datenstrukturen Midterm-Klausur
Prof. Dr. Christian Scheideler, S. Pott, H. Tdubig 29.05.2007

Midterm-Klausur zu Grundlagen: Algorithmen und Datenstrukturen

Name Vorname Studiengang Matrikelnummer

Horsaal Reihe Sitzplatz Unterschrift

Allgemeine Hinweise:

e Bitte fiillen Sie die oben angegeben Felder vollstindig aus und unterschrei-
ben Sie!

e Schreiben Sie nicht mit Bleistift oder in roter/griiner Farbe!

e Losen Sie die Aufgaben auf dem freien Platz unter der Angabe (bzw. auf
der Riickseite). Fordern Sie weiteres Papier von der Klausuraufsicht, falls
Ihnen der Platz nicht ausreicht.

e Als Hilfsmittel ist ausschlief3lich ein handbeschriebenes DinA4-Blatt zuge-
lassen. Bei Missachtung wird die gesamte Klausur mit null Punkten be-
wertet.

e Die Arbeitszeit betrigt 60 Minuten.

e Priifen Sie, ob Sie alle 7 Seiten erhalten haben.



Aufgabe 1 [5 Punkte]

Kreuzen Sie pro Teilaufgabe hochstens ein Késtchen an. Fiir ein falsches Kreuz gibt es einen
halben Minuspunkt, fiir ein richtiges einen halben Pluspunkt. Wenn Sie kein Kreuz setzen,
bekommen Sie auch keine Punkte. Eine negative Gesamtpunktzahl dieser Aufgabe wird zu

0 aufgerundet. Maximieren Sie IThre Punktzahl!
a) o(n) C O(n?)
b) f(n) € Q(g(n)) = f(n) € ©(g(n))

¢) O(g(n)) Nw(g(n)) =0

d) Fiir jede positive Funktion f(n) gilt: g(n) + f(n) € O(g(n))

[ ] Richtig
[ ] Richtig
[ ] Richtig

[ ] Richtig

e) O(f(n)) ={g(n):Jc¢>03Ing € Ny Yn >ng:g(n)=cf(n)} [] Richtig

f) T(for i:==0to5do I) e O(T(I))

g) Sei n = 3F fiir k € N,. Dann gilt

fir T(1) =5 und T'(n) = 3T (n/3) +n: T(n) € O(n?)

h) Fiir n = 2% mit k € N gilt fiir

S(1) =2 und S(n) =35(n/2) +3n: S(n) € O(n'os23)

i) Es ldsst sich ein dynamisches Array konstruieren, bei dem
die Operationen pushBack und popBack im worst case

konstant sind.

j) Fiir alle z € R, gilt: [ (a:ﬂ =[]

|:| Richtig
[ ] Richtig

I:I Richtig

|:| Richtig

[ ] Richtig

L] Falsch
[ ] Falsch
[] Falsch
[] Falsch
[] Falsch

|:| Falsch

|:| Falsch

D Falsch

|:| Falsch

|:| Falsch



Aufgabe 2 [11 Punkte] O-Notation

a) Geben Sie den Wachstumsvergleich (o(+), w(-) oder ©(+)) fiir die Funktionen f(n)
und g(n) = log(n) an und begriinden Sie Ihre Aussage!

b) Zeigen Sie: n?log(n?) € O(n31e(n*)

c) Zeigen Sie: Fiir zwei positive Funktionen f: N, — N, und ¢ : N, — N gilt:

f(n) € O(g(n)) & g(n) € Qf(n))

d) Zeigen Sie: n3°2("*) € Q(n?log(n?))



Aufgabe 3 [12 Punkte] Master-Theorem

Geben Sie fiir folgende Rekurrenzen an, ob sie sich fiir ein b € R mit n = v* (k € Ny)
mit dem Master-Theorem aus der Vorlesung (ohne aufwéndige Umformungen) losen lassen.

Wenn ja, geben Sie die entsprechende Laufzeitabschédtzung an. Wenn nein, begriinden Sie
Ihre Antwort.

a) A(l) =7 und A(n) =3A(n/3) 4+ 4n firn > 1

n n=1
b) B(n) = { 2B(n/2)+ B(n/2)+n n>1

c) C1)=2und C(n)=C(n—2)+n+2firn>1

d) D(1) =27 und D(n) = 3n+ D(2n/3) fir n > 1

e) E(1)=4und E(n) =4-2"E(n/5) +n firn > 1

f) F(1) =1und F(n) = cF(n/c)+ cn?® fir n > 1 und ein ¢ € N



Aufgabe 4 [8 Punkte] Master-Theorem

Betrachten Sie den folgenden Algorithmus, der fiir eine beliebige Sequenz a = (aq, ..., a,_1)

(mit a; € Ny fiir alle i) die Summe 3.7 a; ihrer Elemente berechnet. Dabei wurde fiir
einen Teil der Zeilen der Zeitaufwand angegeben (¢, ¢ € N).

Zeile (Zeitaufwand)
1 Procedure summe(a = (ag, . ..,a,—1) : Sequenz)
2 if (Lénge von a == 1)
3 return ag (1)
4 else
5 m:= [n/2] (c-n)
6 b:=(ag,...,am-1) (d-m)
7 b = (am,...,an-1) (d-(n—m))
8 return summe(b) + summe(b')

a)

Stellen Sie eine Rekurrenz T'(n) zur Laufzeitanalyse dieser Prozedur (in Abhéngigkeit
von der Lange n der Eingabefolge) auf. Dabei diirfen Sie den Zeitaufwand fiir den
Vergleich in Zeile 2 und den Aufwand fiir die reine Addition in der letzten Zeile (8)
vernachlissigen (nicht den Aufwand fiir die rekursiven Aufrufe!). Die Konstanten ¢
und ¢ miissen Sie nicht nidher bestimmen. Geben Sie alle Zwischenschritte an.

Losen Sie die Rekurrenz mit Hilfe des (einfachen) Master-Theorems aus der Vorlesung
fiir n = 2F (k € Ny). Geben Sie also eine Funktion f(n) an, so dass T'(n) € ©(f(n))
gilt.



Aufgabe 5 [14 Punkte] Amortisierte Analyse

Auf der folgenden Seite sind zwei Datenstrukturen (Queuel und Queue2) angegeben.
Beide stellen die Operationen pushFirst und popLast auf einer Sequenz von Elementen

s = (eg,...,en) zur Verfiigung. Begonnen wird mit einer leeren Sequenz sy = (). Fiir eine
Sequenz s = (e, ..., e,) gilt:
pushFirst(e) .
——————= ¢ mit s = (e,eq,...,e)
popLast . /
s ——— s mit s = {ey,...,e, 1)

In Queuel wird die Sequenz durch eine (einfach verkettete) Liste, in Queue2 durch zwei
(einfach verkettete) Listen reprisentiert.
Begriinden Sie jeweils Thre Antwort.

a) Geben Sie fiir die Operationen pushFirst;, popLast;, pushFirsty, popLasty und re-
vers an, ob Sie im schlechtesten Fall konstante, logarithmische, lineare oder qua-
dratische Laufzeit haben. (Dabei diirfen Sie fiir die verwendeten Listenoperationen
(insertBefore(e), isEmpty, first, next, popFront und die Abfrage ,e hat Nachfolger®)
konstante Laufzeit voraussetzen.)

b) Geben Sie zur ersten Datenstruktur Queuel eine Folge von m Operationen (pushF'irst;
und popLast;) an, sodass die Laufzeit in ©(m?) liegt.

c) Geben Sie den Aufwand in ©-Notation fiir Ihre Folge von m Operationen aus Aufga-
benteil b) zur zweiten Datenstruktur Queue2 an (wobei pushFirst; durch pushFirst,
und popLast; durch popLasts ersetzt wird).

d) Zeigen Sie, dass der amortisierte Aufwand von popLast, (in Queue2) konstant ist.



Zusatz zu Aufgabe 5

Class Queuel of Element

[ : List () of Element
Procedure pushFirsti(e : Element)

l.insertBefore(e) // Flgt e an erster Stelle in die Liste ein.
Procedure popLast, // Loscht das letzte Element aus der Liste.

assert (—l.isEmpty)

e := l.first // Erstes Element der Liste.

while e hat Nachfolger // Durchlauft alle Elemente
e := e.next

dispose ¢ // Loscht auch alle Zeiger auf e

Class Queue?2 of Element

l; : List () of Element
l : List () of Element
Procedure pushFirsty(e : Element)
l1.insertBefore(e) // Fligt e an erster Stelle in die Liste [; ein.
Procedure popLasts // Loscht das erste Element aus der Liste [o.

if ly.isEmpty then revers

if —ly.es Empty then ls.popFront
// revers verschiebt alle Elemente aus /; in l; und kehrt dabei die Reihenfolge um
Procedure revers

while (—l;.isEmpty)
e :=ly.first
ly.insertBefore(e)
ly.popFront

Beispiel:
pushFirst;(1); pushFirst;(2); pushFirst;(3); popLast;; pushFirst;(4);
Diese Folge von Operationen ergibt:
e fiir i = 1, also in Queuel: [ = (4,3, 2)
o fiir i = 2, also in Queue2: [} = (4) und Iy = (2, 3)



