4. Digraphen mit negativen Kantengewichten

4.1 Grundsatzliches

Betrachte Startknoten s und einen Kreis C' mit Gesamtlange < 0.

Sollte ein Pfad von s nach C und von C nach v existieren, so ist
ein kirzester Pfad von s nach v nicht definiert.
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Falls aber die Gesamtlange des Kreises C' > 0 ist,

[ Jo
®
®

dann ist der kiirzeste Pfad wohldefiniert. Probleme gibt es also nur
dann, wenn G einen Zyklus negativer Lange enthilt.

EADS 4.1 Grundsitzliches
(©Ernst W. Mayr



Dijkstra's Algorithmus funktioniert bei negativen Kantenldngen
nicht:

Bei diesem Beispielgraphen (der nicht einmal einen negativen Kreis
enthilt) berechnet der Dijkstra-Algorithmus die minimale
Entfernung von s nach w falschlicherweise als 3 (statt 2).
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4.2 Modifikation des Bellman-Ford-Algorithmus

By[i] gibt die Lange eines kiirzesten gerichteten s-i-Pfades an, der
aus hochstens k Kanten besteht. Jeder Pfad, der keinen Kreis
enthalt, besteht aus maximal n — 1 Kanten. In einem Graphen
ohne negative Kreise gilt daher:

Vi € Vi Bpli] > Bp_1li]

Gibt es hingegen einen (von s aus erreichbaren) Kreis negativer
Linge, so gibt es einen Knoten i € V, bei dem ein Pfad aus n
Kanten mit der Lange B, [i| diesen Kreis hdufiger durchlauft als
jeder Pfad aus maximal n — 1 Kanten der Lange B,,_1[i].
Demnach gilt in diesem Fall:

Byli] < Bp-1[i]
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Man kann also in den Algorithmus von Bellman-Ford einen Test
auf negative Kreise einbauen, indem man auch fiir alle i € V' B,,[i]
berechnet und am Ende den folgenden Befehl einfiigt:

for i :=1to n do
if B,[i] < Bn_1[i] then stop , Negativer Kreis* fi
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4.3 Modifikation des Floyd-Algorithmus

Falls kein negativer Kreis existiert, funktioniert der Algorithmus
weiterhin korrekt.

V2
U1 U3
6 _=_ 5
Clg =9 = Cig
6 _ 5
1 =—6=cg
6 ;S 5
¢y, = min{cy,, ci-+c¢ =—1
V6 U 11 {eir 16 61}
(%

= der Graph enthilt einen negativen Kreis, gdw ein c}} < 0
existiert.
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Man kann also in den Algorithmus von Floyd einen Test auf
negative Kreise einbauen, indem man am Ende den folgenden
Befehl einfligt:

for i :=1to n do
if ¢’ <0 then stop , Negativer Kreis" fi
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4.4 Der Algorithmus von Johnson

Definition 113
Sei d : A — R eine Distanzfunktion. Eine Abbildung

r:V—-R
heiBt Rekalibrierung, falls gilt:
(V(u,v) € A)[r(u) + d(u,v) = r(v)]
Beobachtung: Sei r eine Rekalibrierung (fiir ). Setze
d'(u,v) := d(u,v) + r(u) — r(v). Dann gilt:

d'(u,v) >0
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Sei u =vg — -+ — v, = v ein Pfad. Dann ist:

k—1
d-Lange := Zd(viavi-f'l)
i=0
Demnach ist:
k—1
d’-Linge = Z d'(vi, vig1)
=0
k—1
= Z (d(vi, 'l)i+1) + T(Ui) - T(Ui-i-l))
i=0
k—1
= d(vi, vig1) + r(vo) — r(vk)
i=0

Also ist ein d-kiirzester Pfad von u (= vg) nach v (= v) auch ein
d’-kiirzester Pfad und umgekehrt. Nach einer Rekalibrierung kann
man also auch die Algorithmen anwenden, die eine nichtnegative
Distanzfunktion d voraussetzen (z.B. Dijkstra).
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Berechnung einer Rekalibrierung:

Fiige einen neuen Knoten s hin-
zu und verbinde s mit jedem an-
deren Knoten v € V durch eine
Kante der Lange 0.

Berechne sssp von s nach allen anderen Knoten v € V' (z.B. mit
Bellman-Ford). Sei r(v) die dadurch berechnete Entfernung von s
zu v € V. Dann ist r eine Rekalibrierung, denn es gilt:

r(u) + d(u,v) > r(v).
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5. Zusammenfassung

\ | d>0 | d allgemein
sssp | D (Fibonacci): O(m + n - logn) B-F: O(n-m)
D (Radix): O(m + ny/log C)
apsp | D: O(n-m + n?min{logn, ogC}) | J: O(n-m + n?logn)
F: O(n®)® F: O(n?)

Bemerkung®): In der Praxis ist der Floyd-Algorithmus fiir kleine n
besser als Dijkstra's Algorithmus.
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6. Transitive Hiille

6.1 Min-Plus-Matrix-Produkt und Min-Plus-Transitive Hiille

Ring Z(+ x) Semiring N(+, )
7N /N
Gruppe Halbgruppe Halbgruppe Halbgruppe

Wir betrachten den (kommutativen) Semiring iiber R U {oco} mit
den Operationen min und +. Fiir jede der beiden Operationen
haben wir ein Monoid. Es gilt das Distributivgesetz

a 4+ min{b, ¢} = min{a + b, a + c}.

Normale Matrixmultiplikation:

A = (aijhicij<n, B = (bij)i<ij<n, 1= (6ij)1<ij<n
n

C=A-B=(cijhcijn Cij= Y ik bk
k=1
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Entsprechend fiir Min-Plus:

cij = min{a;, + by;; 1 <k <n}

u1

aix = d(vi, ug)
bkj = d(uk, w;
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Anwendung:
kiirzeste Wege von v; nach w; in einem Graph (A = B); dabei ist

0 00
Imin,—l— =
00 0
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Sei A Entfernungsmatrix, A= (aij)lﬁi,jfn = (d('Ui,Uj))lgi,jgn-
Setze a;; =0 firi=1,...,n.

Betrachte A% mit dem Min-Plus-Produkt, A% =: (a{}))1<i j<n-
Dann ist ag) die Lange eines kiirzesten Pfades von v; nach v;, der
(k)

hochstens zwei Kanten enthélt. Induktion ergibt: a;; ist die Lange

eines kiirzesten Pfades von v; nach v; mit hochstens £ Kanten.
Falls die d(v;,v;) alle > 0 sind, gibt es immer kiirzeste Pfade, die

hochstens n — 1 Kanten enthalten.
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Damit ergibt sich folgende alternative Losung des
all-pairs-shortest-path-Problems:

Berechne A"~! (Min-Plus)!

Es geniigt auch, A2 qurch wiederholtes Quadrieren zu
berechnen (nicht A2, A3, A%, ...).

Definition 114
A* ;= min;>o{ A’} heiBt Min-Plus-Transitive Hiille.

Bemerkung: min wird komponentenweise gebildet. Wenn d > 0,
dann A* = A" 1,
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6.2 Boolesche Matrixmultiplikation und Transitive Hiille
Wir ersetzen nun im vorhergehenden Abschnitt die Distanzmatrix
durch die (boolesche) Adjazenzmatrix und (min, +) durch (V, A),
d.h.:
n
C=A-B, Cij:\/aik/\bkj
k=1

Wenn wir zudem a;; = 1 fiir 1 < i < n setzen, dann gilt fiir A"
(boolesches Produkt, A% = 1)

1 falls es im Graphen einen Pfad von v; nach v,
bestehend aus < k Kanten gibt

a5 = . .
0 falls es im Graphen keinen Pfad von v; nach v;,
bestehend aus < k Kanten gibt
EADS 6.2 Boolesche Matrixmultiplikation und Transitive Hiille

(©Ernst W. Mayr




Transitive Hiille:

A* — \/Az (: An—l)

i>0

ist damit die Adjazenzmatrix der transitiven Hiille des zugrunde
liegenden Digraphen.
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Satz 115

Sei M (n) die Zeitkomplexitat fiir das boolesche Produkt zweier
n x n-Matrizen, T'(n) die Zeitkomplexitat fiir die transitive Hiille
einer n X n booleschen Matrix.

Falls T(3n) < ¢I'(n) und M(2n) > 4M(n), dann gilt:
—_——

sicher erfiillt, falls sicher erfiillt, falls
T polynomiell M(n) > n?
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Beweis:
(1) Matrixmultiplikation < transitive Hiille:
Seien boolesche Matrizen A, B gegeben und ihr boolesches

Produkt C'= A - B gesucht.

Setze:
0 A O
L=10 0 B 3n
0 0 O
N————
3n
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Beweis (Forts.):

L ist die Adjazenzmatrix eines tripartiten Digraphen, denn:
v u w

U1 Ul w1
vou w . . .
v 0 0 B : A B :
w 00 0 : : :
Un Un, Wy,
Daher kann L* leicht bestimmt werden:
I A AB
L*=|(0 I B (=IVLVL?
0 0 I
Also gilt: M (n) < T(3n) = O(T(n)).
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Beweis (Forts.):

(2) Transitive Hiille < Matrixmultiplikation:
Gegeben: n x n boolesche Matrix L; gesucht: L*; Annahme: n ist
Zweierpotenz. Teile auf:

A B\ }z . (E F
L( )}Z’L_(GH>
~—~~
5 5

Es gilt also:

= (AVBD*C)* betrachte alle Pfade von der ersten
Halfte der Knoten zur ersten Halfte

F= FEBD* analog
G= D*CFE analog
H= D*VGF analog
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Beweis (Forts.):

Um L* zu berechnen, bendtigen wir zwei
Transitive-Hiille-Berechnungen und sechs Matrixprodukte fiir
Matrizen der Dimension § x § (ndmlich My = D*C, My = BMj,
M3 = EB, M4 = MgD*, M5 = MlE, MG = GF), plUS den
Aufwand fiir \V, der < ¢n? ist. Wir zeigen nun durch Induktion

(n=14/), dass T'(n) < cM(n):

T(n) <2T(%)+6M(%)+ dn?
<2eM (%) +6M(%)+n? |Vor: M(2n) > 4M(n)
| da M(n) > n?
< 1(2c+ 6 +4¢)M(n)
< cM(n)

falls ¢ > %(20+ 6+ 4¢'), also falls ¢ > 3 4 2¢'.

Also T'(n) = O(M(n)). O
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