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Lokale Dichte Cliquen

Maximum-Clique: besserer exponentieller Algorithmen

Eine Clique maximaler Kardinalitdt kann in Zeit ©0*(1.3803")
berechnet werden.

(O* ignoriert polynomielle Faktoren)
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Lokale Dichte Cliquen

Maximum-Clique: besserer exponentieller Algorithmus

Beweis.

@ Sei v ein Knoten mit minimalem Grad deg;(v) = 6(G)
e Falls 6(G) > n— 3, dann

o fehlen in G nur einfache Pfade und Kreise im Vergleich zum

vollstindigen Graphen K,
= Maximum Clique kann in O(m + n) berechnet werden:

o In einem Pfad P kann man die Gréle einer maximalen
unabhingigen Menge (independent set) berechnen als
[IV(P)I/2].

o In einem Kreis C ist die GroBe ||V(C)|/2].

e Da die Pfade und Kreise paarweise disjunkt sind, kann man die
einzelnen Werte einfach addieren.
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Lokale Dichte Cliquen

Maximum-Clique: besserer exponentieller Algorithmus

Beweis.

@ Ansonsten sei v ein Knoten mit Grad degs(v) < n—4
@ Jede Maximum-Clique ist entweder

o {v} vereinigt mit einer Maximum-Clique von G[N(v)] oder
o eine Maximum-Clique von G[V \ {v}].

= Rekursive Berechnung mit worst-case-Zeit
Tn)<T(n—4)+T(n—1)+c-(m+n)

= T(n) € O*(8") mit 5 ~ 1.3803, wobei 3 die groRte reelle
Nullstelle des charakteristischen Polynoms 8* — 33 — 1 ist

H. Taubig Fortgeschrittene Netzwerk- und Graph-Algorithmen



Lokale Dichte Cliquen

Approximation von Maximum-Cliquen

Approximation der groBten Clique mit Faktor n/2 ist einfach
(wahle die Endknoten einer Kante, falls es eine gibt).

Es gibt einen Algorithmus, der bei Eingabe eines Graphen G mit
n Knoten eine Clique ausgibt, deren GréBe maximal um einen

Faktor O (('0 )2) von der Maximum-CliquengréBe w(G) abweicht.

Falls nicht NP = ZPP gilt, dann existiert kein
Polynomialzeitalgorithmus, der bei Eingabe eines Graphen G mit
n Knoten eine Clique ausgibt, deren Grée maximal um einen
Faktor n'=¢ von der Maximum-CliquengréBe w(G) abweicht (fiir
Jjedes e >0).
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Lokale Dichte Cliquen

Suche nach Cliquen fester GréBe

@ In einigen Fillen reicht es, nach Cliquen fester GroBe zu suchen
= CliquengroBe wird nicht als Teil der Eingabe betrachtet

e Vollstindige Suche: O(k? - nk) = O(n*),
wenn CliquengroRe k fest ist
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Lokale Dichte Cliquen

Bessere Komplexitat fiir Dreiecke

e A(G): Adjazenzmatrix von Graph G
o B(G) = A(G)? = A(G) - A(G): Eintrige b; sind die Wege der
Lange 2 zwischen den Knoten v; und v;

= 13Bt sich durch schnellere Matrixmultiplikation ausrechnen,
z.B. in O(n?37) (Coppersmith / Winograd, 1990)

o Existiert ein Eintrag bjj > 1 mit i # j, dann gibt es einen
Knoten u € V/, der zu v; und zu v; adjazent ist.

@ Wenn nun auch eine Kante {v;, v;} existiert, dann enthalt der
Graph ein Dreieck {v;, vj, u}
= Checke fiir alle echt positiven Werte bj, ob es eine Kante
{vi,vj} gibt
= Zeit-Komplexitat: O(n®) mit o < 2.376
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Lokale Dichte Cliquen

Cliquen fester Grole k > 3

Sei a(r, s, t) so definiert, dass man die Multiplikation einer
n” x n°-Matrix mit einer n® x nt-Matrix in Zeit O (no‘(”svt))
berechnen kann.

Fiir jedes k > 3 existiert ein Algorithmus, der eine Clique der
GréBe k in einem Graphen mit n Knoten finden kann (falls eine
solche existiert) und der in Zeit O (nﬂ(k)) lauft, wobei

B(k) = a(lk/3], [(k = 1)/3], [k/31).
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Lokale Dichte Cliquen

Cliquen fester Grole k > 3

o Seien k; = | k/3], ko = [(k—1)/3] und ks = [k/3]
o Esgilt k= ki + ko + ks.
o Konstruiere tripartiten Hilfsgraph G

o V=V,uV,U \73, wobei V; aus allen Cliquen der GroBe k;
in G besteht

o Knoten U € V; und U’ € \N/, sind adjazent in G g.d.w. i #j
und U U U’ eine Clique der GroRe k; + kj in G ist.

o Teste G auf Dreiecke

H. Taubig Fortgeschrittene Netzwerk- und Graph-Algorithmen



Lokale Dichte Cliquen

Cliquen fester Grole k > 3

@ Dreieck {U1, Us, U3} impliziert eine Clique der GroBe k in G
@ geht mit schneller Matrixmultiplikation, aber hier muss eine
nk1 x n*2-Matrix (Kanten zwischen V; und V) mit einer
n*2 x npks-Matrix (Kanten zwischen V5 und V3) multipliziert

werden, und zwar in Zeit O (nﬂ(k))

@ Berechnung der drei Matrizen A1z, A3 und Ajs in
O (nmax{kathefathafathia}l) = O (pl 5]

(wird dominiert durch die Zeit O(n?*)) fiir die Multiplikation
der rechteckigen Matrizen, also Bi3 = A1p - Az3)

Ol
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Lokale Dichte Cliquen

Cliquen fester Grole k > 3

A, Bi,

Bi3 wird dann mit Aj3 verkniipft
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Lokale Dichte Cliquen

Cliquen fester GroRe: Beispielkomplexitdten

CliquengroBe | Vollstandige Suche | Matrixmultiplikation
3 O(n3) O(n2'376)
4 O(n*) O(n3376
5 (’)(n5) O(n4'22°)
6 O(nd) O(n*751)
7 (’)(n7) (’)(n5'751)
8 O(nd) O(n®59%)
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Lokale Dichte Cliquen

Cliquen fester Grolke: Mitgliedszahlen

Fiir jedes k > 3 existiert ein Algorithmus, der in Zeit O (n?(¥))
lauft und der fiir jeden Knoten zihlt, an wieviel Cliquen der
GréBe k er beteiligt ist (in einem Graphen mit n Knoten), wobei

Bk) = a(|k/3], [(k —1)/3],[k/3]).
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Lokale Dichte Cliquen

Cliquen fester Grolke: Mitgliedszahlen

Beweis.

@ Fiir k = 3 (Dreiecke) kann man nicht nur feststellen, ob zwei
Knoten v; und v; zu einem Dreieck gehdren, sondern auch zu
wievielen.

e Wenn Kante {v;,v;} in G existiert, dann ist diese Anzahl
gleich dem Eintrag bj; in der quadrierten Adjazenzmatrix
B(G) = A(G) - A(G).

o Anwendung im allgemeinen Fall von G:
fiir jeden Knoten v € V sei Ci(v) die Anzahl verschiedener
Cliquen der GroRe k, in denen v enthalten ist.

o Entsprechend sei C3(U) die Anzahl der Dreiecke in G, zu

denen Knoten U gehdrt.
(U ist eine Clique der GroRe kleiner als k)
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Lokale Dichte Cliquen

Cliquen fester Grolke: Mitgliedszahlen

Beweis.

@ Cliquen der GroRe k kdnnen viele verschiedene
Reprédsentationen in G haben.

@ Diese Anzahl ist die Anzahl der Partitionierungen von einer
Menge der Kardinalitdt k in drei Mengen der Kardinalitdten
ki, k> und k3, also der Multinomialkoeffizient (k1 ’,fz k3)'

@ 0.B.d.A. sei ki der kleinste der drei Parameter.
Sei U(v) die Menge aller Cliquen U der GroRe ki in G, so dass
v € U. Dann gilt:

(k—1)
ugv) e ( ki —1), kz,ks) @

@ Berechne linke Seite in O (nﬁ(k)) (berechne Matrizen; suche
Eintrage fir alle U, die v enthalten); Berechne Ci(v))

H. Taubig Fortgeschrittene Netzwerk- und Graph-Algorithmen




Lokale Dichte Cliquen

‘Effiziente’ Aufzahlungsalgorithmen

@ Ausgabe oft exponentiell in der Eingabelange
= etwas anderer Effizienzbegriff
e polynomielle Gesamtzeit:
bei Ausgabe von C Konfigurationen Begrenzung der Zeit durch
ein Polynom in C und in der EingabegroBe n
(sozusagen output-sensitiv)
@ vollstandige Suche ist nicht in polynomieller Gesamtzeit
o Aufzdhlung aller maximalen Cliquen geht in pol. Gesamtzeit
o Aufzihlung aller Maximum-Cliquen geht nur in pol. Ges.zeit,
falls P = NP
o polynomielle Verzdgerung (polynomial delay):
Zeit bis zur Ausgabe der ersten Konfiguration, zwischen zwei
aufeinanderfolgnden Ausgaben von Konfigurationen und von
der Ausgabe der letzten Konfiguration bis zum Stop ist
polynomiell in der EingabegroRe
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Lokale Dichte Cliquen

Aufzahlung maximaler Cliquen

Es gibt einen Algorithmus, der alle maximalen Cliquen mit
(polynomieller) Verzégerung O (n3) und (linearem) Platzverbrauch
O(m + n) aufzihlt.
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Lokale Dichte Cliquen

Algorithmus zur Aufzidhlung maximaler Cliquen

@ Konstruiere einen Binarbaum mit n Leveln, dessen Blatter sich
nur auf Level n befinden.

@ Jedes Level ist einem Knoten des Eingabegraphen G
zugeordnet. Im Level i betrachtet man Knoten v;.

@ Insbesondere entsprechen die Knoten von Level / des Baums
den maximalen Cliquen des induzierten Teilgraphen
G[{v1,...,vi}]

= Die Blatter sind genau die maximalen Cliquen von G.

o Fiir ein gegebenes Level i und eine maximale Clique U in
G[{v1,...,vi}] wollen wir die Kinder auf dem ndchsten Level
i + 1 bestimmen:
© Alle Knoten von U sind adjazent zu v;4; in G.
@ Es existiert ein Knoten in U, der nicht zu v;;; adjazent ist in G
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Lokale Dichte Cliquen

Algorithmus zur Aufzidhlung maximaler Cliquen

Fallunterscheidung:
@ Alle Knoten von U sind adjazent zu vj11 in G.
= UU{v;1} ist maximale Clique in G[{v1,...,viy1}]
o Das ist die einzige Moglichkeit, eine maximale Clique in
G[{w1,...,vit1}] zu bekommen, die U enthilt
In diesem Fall hat U nur ein einziges Kind im Baum.

@ Es existiert ein Knoten in U, der nicht zu vjy1 adjazent ist in G
Man kann 2 maximale Cliquen in G[{vi,...,vit1}] erhalten:
@ U ist selbst eine maximale Clique
© (U\ N(vit1)) U{vis1} ist eine Clique,
wobei N(v;41) alle nicht mit v;,; adjazenten Knoten sind
e Wenn die Menge eine maximale Clique ist, hdtte U zwei
Kinder im Baum
o (U\ N(vis1)) U{vis1} kdnnte aber Kind von mehreren sein
= Kind der lexikographisch kleinsten Menge U (falls maximal)

= Bindrbaum
(interne Knoten haben 1 oder 2 Kinder, Blatter nur in Level n)
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Lokale Dichte Cliquen

Algorithmus zur Aufzidhlung maximaler Cliquen

@ Traversiere den Bindrbaum per Tiefensuche (DFS)
@ Ausgabe aller Blatter
@ Gegeben Knoten U auf Level i:
e Parent(U,i):
Vaterknoten von U ist die lexikographisch kleinste maximale
Clique in G[{v1,...,vj_1}], die U\ {v;} enthdlt
= Grundfunktion, in O(m + n)
o LeftChild(U,i):
o falls U C N(vit1) (1. Fall), dann U U {vj41}
o falls U Z N(vit1) (Teil des 2. Falls), dann U
o Unterscheidung der Félle kostet O(m + n) Zeit
o RightChild(U,i):
o falls U C N(vi;1), dann existiert kein rechtes Kind
o falls U Z N(vit1), dann
(U\ N(vis1)) U{viz1} falls es maximale Clique ist und
U = Parent ((U \ N(v,url)) U{vigr}, 7+ 1)
sonst keins
o Kosten: O(m + n) Zeit
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Lokale Dichte Cliquen

Algorithmus zur Aufzidhlung maximaler Cliquen

o Langster Pfad zwischen zwei Blattern im Baum ist 2n — 2 und
geht durch 2n — 1 Knoten

@ pro Knoten Zeitaufwand O(m + n)
o Jeder Unterbaum hat ein Blatt auf Level n

= Ausgabeverzégerung O(n®)

@ Wenn ein Knoten bearbeitet wird, muss nur die Menge U, das
Level i, sowie ein Label zur Unterscheidung von
linkem/rechten Kind gespeichert werden

= Speicheraufwand O(m + n)
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Lokale Dichte Cliquen

Aufzahlung in lexikographischer Reihenfolge

@ Es ist N'P-vollstandig fiir einen Graphen G und eine maximale
Clique U von G zu entscheiden, ob es eine maximale Clique U’
gibt, die lexikographisch groRer ist als U.

e Falls P # NP, dann gibt es keinen Algorithmus, der in
Polynomialzeit zu einem Graphen G und einer maximalen
Clique U von G die lexikographisch nichstgréRere maximale
Clique generiert.

o Uberraschenderweise kann man trotzdem alle maximalen
Cliquen in lexikographischer Ordnung mit polynomieller
Verzogerung aufzahlen.
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