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Programmoptimierung: Wie kann man die Zahl der Rechenoperdionen
minimieren?
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Hast Du schon einmal versucht, ein Bild zu zeichnen? Dabei kaan feststellen, dass sich eine Zeichnung
im Prinzip aus einer Ansammlung und Kombination von vieléginen geometrischen Grundbausteinen
zusammensetzt. Diese Grundbausteine kdnnen z.B. Linienauch Kreise sein.

Ein Computer zeichnet diese Grundbausteine, indem er Budig sogenannten Pixel (Abk. fipicture
element") auf dem Monitor farbig sichtbar macht. Dies iggleichbar mit dem Ausmalen eines Kastchens
auf karriertem Papier. Schaltet man viele nebenenanderiie Pixel an, so ensteht z.B. eine Linie oder
ein Kreis. Zusammen mit weiteren Linien und anderen geasoéien Bausteinen entsteht auf diese Weise
ein Bild (Abb. 1). Auf dem Monitor kdnnen einzelne Pixel hgi sehr genauem Hinsehen erkannt werden,
da heutige Monitore eine sehr hohe Auflosung von oft meht 280 x 1024 Pixeln haben. Im Vergleich
dazu hat ein normales Fernsehbild nur eine Auflosung vorx B2 Pixeln.

N\

Abb. 1: Zeichnung mit Kreisen

In vielen Anwendungen wie z.B. 3D Computerspielen stethgilie Frage, wie solche geometrischen
Grundbausteine moglichst schnell, d.h. mit moglichstigen und einfachen Rechenoperationen, gezeich-
net werden kdnnen. Wir wollen Dir dies am Beispiel von Kegiverdeutlichen.

Um einen Kreis zu zeichnen, wird einem wohl zuerst der Ziekslideales Hilfsmittel einfallen, der auf
dem einfachen Prinzip beruht, den Abstand der Zirkelsgitea Mittelpunkt konstant zu lassen, wahrend
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sie sich um 360um den Mittelpunkt herumdreht. Mochten wir die Methode dekels nachahmen, so
mussen wir berechnen kdnnen, wo sich die Zirkelspitzeedetn Zeitpunkt aufhalt. Weil3 man den Radius
des Kreises R und den Winkel alpha, den die x-Achse und digivMdungslinie der Zirkelspitze einschlie-
3en, so lasst sich die Position der Zirkelspitze Uber diassund Cosinus Funktion wie folgt bestimmen:

(x,y) = (R-cogqa),R-sin(a))

wobei R der Radius des Kreises ist (Abb 2).

(xy)

y=Rsin(a)

a

x =R cos(a)

Abb. 2: Parametrisierung des Kreises

Nehmen wir an, wir hatten einen Befefdlot(x,y)", der ein Pixel auf dem Monitor anschalten kanim E
Kreis entsteht nun, indem mit Hilfe der oben genannten Fbeime Menge von Pixel auf dem Monitor
angeschaltet werden. Hierzu starten wir einen ersten ®hrsu

NAIVER_ALGORITHMUS
1 for i=0to N-1do
2 plot(R*cos(360 * i/N), R*sin(360° * i/N))
3 endfor

Wie man sieht, lauft der Winkel von 0 bis 3G@vas wie beim Zeichnen mit dem Zirkel zu einem vollstandi-
gen Kreis fuhrt.

Wie aber wahlen wir die Anzahl N der Punkte?
Auf der einen Seite wollen wir mdglichst wenige Punkte lolreen, da bei der Betrachtung von zu vielen
Punkten unter Umstanden immer wieder dieselben Pixeltzfeserden, was unnotig Rechenzeit in An-
spruch nehmen wirde. Auf der anderen Seite dirfen abér@ioht zu wenig Punkte betrachtet werden,
weil sonst Lucken im Kreis entstehen konnten. Bei eingeBreite von 1 Langeneinheit lasst sich mit
Hilfe der Formel fur den Kreisumfang

U=2nR<7R

ungefahr abschatzen, dass man 7R Pixel bendtigt, um dkie Ku zeichnen.

Obgleich der Algorithmus korrekt funktioniert, erfordetie vielen Multiplikationen, Additionen und auch
die Auswertung der Sinus und Cosinus Ausdriicke einen hBleehenaufwand, was bei Bildern mit sehr
vielen Kreisen zu langen Wartezeiten vor dem PC fiihrt.
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Die Frage ist also: Lasst sich Rechenzeit sparen?

Als erstes fallt sicherlich die Symmetrie des Kreises Zefchnet man nur den oberen Halbkreis, so lasst
sich durch Spiegelung der Punkte an der x-Achse leicht dder@rHalbkreis erganzen. Diese Spiegelung
ist besonders einfach, weil nur das Vorzeichen der y-Koatdi geandert werden muss.

Dazu kommt, dass das Zeichnen des oberen Halbkreises lsrhgetht, wenn man sich den Satz von

Pythagoras zu Nutze macht. Mit ihm lasst sich die Hohe ybh@ngigkeit von x sofort ausrechnen (siehe

auch Abb. 2):
XR+yY=Rey=+/R-x

DieseUberlegungen filhren zu einem verbesserten Algorithmeranit weniger Berechnungen auskommt

VERBESSERTERNAIVER_ALGORITHMUS
1 y0=0
2 for x=-RtoRdo
3 y1 = sqgrt(R*R - x*x)
4 for y=y0to yl do
5 plot(x,y); plot(x,-y)
6 endfor
7 yOo=yl
8 endfor

Die innere Schleife Uiber y sorgt hier dafiir, dass keineliein im Kreis entstehen. Man beachte namlich,
dass an einer bestimmten Stelle auf der x-Achse auch melumige Gibereinander liegen kdnnen, was
besonders an der rechten und linken Seite des Kreisegtauftri

Wie man erkennt, wird die x-Koordinate nur aufgezahlt urmhthmehr berechnet. Fiir die Berechnung der
y-Koordinate muss lediglich eine Wurzel ausgewertet weydier Sinus ist nicht mehr notig. Lasst man
den ersten Algorithmus gegen den neuen Algorithmus im Coengaufen, so kann man feststellen, dass
der neue Algorithmus etwa 7.5 mal scheller ist!

Denkt man nochmal kurz tiber die Symmetrie nach, so falltdass die Spiegelung an der y-Achse ebenso
einfach ist. Hier muss lediglich die x-Koordinate des bbarexten Punktes mit einepgMinus* versehen
werden. Nun reicht es schon aus, nur ein Viertel des Kreiségmchnen.

Konnen wir das vielleicht noch weiter treiben? Ja! Auch 8j@egelungen an den beiden Diagonalen im
Koordinatensystem ist besonders einfach. Hier werden ieuKadordinaten des Punktes (x,y) vertauscht.
Aus (x,y) wird also ganz einfach (y,x), wir berechnen nurmein Achtel des Kreises, also z.B. den Bereich
zwischen 12:00 und 13:30 Uhr, und erganzen den Rest, wiedsriAbbildung 3 zu sehen ist.

Kreise zeichnen mit Turbo Seite 3von 7 Leif Kobbelt, DomiSikbing



32. Algorithmus der Woche — Informatikjahr 2006 http://mvinformatikjahr.de/algorithmus/

(=x.y) (x.y)

=) (y:x)

(=y,=x) (~y.x)

(=x,-y) (x,-y)

Abb. 3: Symmetrie des Kreises

Ist also (x,y) bekannt, so sind auch die Punkte (y,X), GYX)}Y), (-X,-¥), (-¥,-X), (v,-X) und (-x,y) quasi
ohne Rechenaufwand ableitbar. Das verringert den Recheaad fast um den Faktor 8.

Nun wenden wir uns der Berechnung der Punke (x,y) zu, die inmoeh recht aufwandig ist. Die Frage ist,
kann diese Berechnung auf einfache Multiplikations- bzddi#ionsoperationen reduziert werden? D.h. ist
es moglich, auf die Berechnung der Wurzel ganz zu verzichizer Bresenham Algorithmus fur Kreise
liefert hier die positive Antwort!

Die Idee des Verfahrens ist folgende. Man beginnt mit dencttedn des obersten Pixels (0,R). In je-
dem Schritt des Algorithmus wird die x-Koordinate um eins@dt. Da im ersten Achtel des Kreises die
Steigung zwischen 0 und -1 liegt (Abb. 4), kann die y-Kooadknentweder gleich bleiben, das heifl3t wir
bewegen uns naclOsten”, oder um eins verringert werden, was der Bewegunp y@iad-Osten” ent-
spricht. Diese Entscheidung wird getroffen, indem marrjitigt, ob der Mittelpunkt des neu berechneten
Pixels (blauer Punkt in Abb. 4) moglichst nahe am Kreis)(liegt.

A
(O.R)

i

i
%

\

Abb. 4: Bresenhamifr Kreise

Das wird solange gemacht, bis der Achtelkreis und damit 8p&gelungen der komplette Kreis berechnet
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wurde.

Um zu entscheiden, ob das Zentrum des ostlichen oder dasidéstlichen Nachbarpixels naher am Kreis

liegt, schaut man sich die im Bild griin eingezeichnetenkiBuan. Diese Punkte sind immer um eine

Einheit nach rechts und eine halbe Langeneinheit nachnigggeniiber der aktuellen Position des blauen
Punktes verschoben. Demnach werden sie mit der PositiBr1(/2) initialisiert.

Die Entscheidung sieht nun wie folgt aus:

Fall 1: Liegt der grine Punkt innerhalb des Kreises, so lgewevir uns im nachsten Schritt nur nach
Osten.

— Aus (X,y) wird (x+1,y).

Fall 2: Liegt er auRBerhalb des Kreises, so bewegen wir uris 8ad-Osten.

— Aus (X,y) wird (x+1,y-1)

Aber wie lasst sich feststellen, ob ein Punkt innerhallr @d8erhalb des Kreises liegt?
Ein Punkt (x,y) liegt immer dann innerhalb eines Kreisesymvder Abstand zwischen dem Punkt und dem
Kreismittelpunkt kleiner als der Kreisradius ist. Das ilgighbedeutend damit, dass die Funktion

Fxy) =x+y*— R

einen Wert< 0 liefert. Das Gute ist: dieser Test erfordert keine Wuresdishnung mehr!
Der Funktionswert des ersten griinen Punktes ist schrfelhden:
F(LR-3) = 1+R-R+3;-R
5
Entscheiden wir uns dafir, von einem Punkt (x,y) nach Ostelaufen, so andert sich der Wert der Ent-
scheidungsfunktion F in folgender Weise:

F(x+1y) (x+1)*+y — R

= X4+X+1+y*—R
= FXxy+2x+1

Bei der Entscheidung ein Pixel nach Sud-Osten zu laufgibtesich der neue Wert von F als
Fix+1ly-1) = (x+1?+(y-1)>-F
= F(xy)+2x—2y+2

Danach wird das neue Pixel gesetzt und das ganze beginnovoa.\Diesg inkrementelle” Berechnung
ist deutlich effizienter als den Term F(x,y) jedesmal newaurten.

Die Informationen Uiber die Initialisierung und die Updatkritte wiirden uns erlauben, eine erste Version
des Bresenham Algorithmus fiir Kreise anzugeben. Etwashidmserscheint aber noch der Bruch aus der
Initialisierung von F. Es ware wiinschenswert, nur mitzgamZahlen zu rechnen, weil eine Berechnung auf
ganzen Zahlen im Computer einfacher durchgefiihrt werdem lals auf rationalen Zahlen. Ohne weiter

ins Detail zu gehen, liegt diese Tatsache einfach an derrrMieise wie Zahlen im Computer dargestellt

werden.

Wirde F bei der Initialisierung eine ganze Zahl sein, sedeidies durch keinen der oben aufgefiihrten
Updates geandert, weil eben auch nur ganze Zahlen addiedew.

Um auf den Bruch verzichten zu konnen, fragen wir uns, wabesteutet, wenr < 0 ist. Aus dem

Startwert 5
F=--R
4
und der Tatsache, dass F nur um ganze Zahlen veranderteskehnt man, dass F zu jedem Zeitpunkt

gleich K+1/4 fur eine ganze Zahl K ist. Damit liegt F in folygeer Menge

315
Fe{...’_Z’Z’Z’.”}
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WennF < 0 ist, so muss also gelten:

F<0 & F<-3
1
& F-z<-1
1
& F-3<0

Da F-1/4 eine ganze Zahl ist, kann demnach F auch als F = ltif8lisiert werden, ohne dass die Entschei-
dung nach Osten oder Sud-Osten zu gehen falsch getroffielew&ann.
Nun konnen wir den Bresenham Algorithmus fur das Kreiggween angeben:

BRESENHAM-ALGORITHMUS
1 (xy)=(0,R)
2 F=1-R
3 plot(0,R); plot(R,0); plot(0,-R); plot(-R,0);
4 while (x<y) do
5 if (F <0)then

6 F=F+2*%+1

7 XxX=x+1

8 else

9 F=F+2*-2%+2
10 X=x+1

11 y=y-1

12 endif

13 plot(x,y); plot(y,x)
14 plot(-x,y); plot(y,-x)
15  plot(x,-y); plot(-y,x)
16 plot(-x,-y); plot(-y,-x)
17 endwhile

Eine letzte Vereinfachung betrifft die beiden UpdategttirSchreibt man beide Updates etwas anders hin,
so fallt schnell eine weitere Verbesserung des Algorithrauf, die die Reihenfolge der Schritte betrifft.
Das erste Update lasst sich auch schreiben als

F(x+1y) = F(Xxy) +2x+1
= F(va)+2(x+l)_1
wahrend das zweite Update auch darstellbar ist als:
Fix+1Ly—-1) = FXYy)+2x—2y+2
= FXYy)+2(x+1-y)

In beiden Ausdriicken kommt der Term (x+1) vor, so dass wérldkremente fir F sogar noch leicht
vereinfachen kdnnen, wenn wir x vor dem Update der Entsicimgjsfunktion erhdhen.

Der Algorithmus wird so nocheinmal einfacher und kann info&genden Form geschrieben werden.
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VERBESSERTERBRESENHAM-ALGORITHMUS
1 (xy)=(0,R)
2 F=1-R
3 plot(0,R); plot(R,0); plot(0,-R); plot(-R,0);
4 while (x<y) do
5 Xx=x+1

6 if (F <0)then
7 F=F+2*-1
8 else
9 F=F+2%x-y)
10 y=y-1
11 endif

12 plot(x,y); plot(y,x)
13 plot(-x,y); plot(y,-x)
14 plot(x,-y); plot(-y,x)
15 plot(-x,-y); plot(-y,-X)
16 endwhile

Mit diesem sehr kurzen Algorithmus ist das Zeichnen von gariein Leichtes: Lasst man die Algorithmen
in einem kleinen Beispielprogramm zur Zeitmessung lausenzeigt sich, dass mit diesem Ansatz das
Zeichnen von Kreisen ungefahr 14 mal so schnell geht, wtedemn ersten vorgeschlagenem Verfahren.
Zudem werden alle Operationen auf ganzen Zahlen ausdefids der Genauigkeit zu Gute kommt.
Ahnliche Algorithmen existieren auch fur die anderen getiiachen Grundbausteine, wie z.B. die Linie
oder das Dreieck. Diese sind oft auf einer sehr niedrigemé&lie Grafiktreibern implementiert, so dass
Bilder sehr schnell berechnet werden kdnnen, was von ezrowichtigkeit fir viele Anwendungen wie
z.B. die 3D Computerspiele ist. In dieser speziellen Anwengpsollen oft mehr als 40 Bilder pro Sekunde
erzeugt werden, die ihrerseits wiederum aus sehr vielesedgeometrischen Grundbausteinen bestehen
kénnen.

Abschliel3end lasst sich sagen, dass es fir die Losureg €iroblems, wie z.B. das Zeichnen von Krei-
sen, in der Informatik oft verschiedene Wege gibt. Am Anfamgss die Natur des Problemes verstanden
werden. Ist einmal eine erste Losung gefunden und dad@ePbblem besser verstanden, kann versucht
werden, diese Losung zu verbessern. Zusatzliches Wisigeim diesem Fall die Symmetrie des Kreises
oder Satze der Mathematik helfen bei diesem Prozess.nhafitwnen Uiber die Computerarchitektur wie
z.B. die Tatsache, dass die Berechnung einfacher Inkrensehineller ausgefuihrt werden kann als das
Auswerten komplizierter Ausdriicke, fuhren schlieRhAlgorithmen die auRerst effizient arbeiten.

Autoren:

e Prof. Dr. Leif Kobbelt
http://www-i8.informatik.rwth-aachen.de/people/people.html

e Dipl.-Inform. Dominik Sibbing
http://www-i8.informatik.rwth-aachen.de/people/people.html

Weiterfiihrende Materialien:

e Quellcodes der Algorithmen in C
http://www-il.informatik.rwth-aachen.de/"algorithmus/Algorithmen/algo32/
codes/circles.cc
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