1.5 LOOP-Berechenbarkeit

LOOP-Programme sind wie folgt definiert:

Variablen: z1, 29,23, . ..
Konstanten: 0, 1, 2, ...
Trennsymbole: ; :=
Operatoren: + -
Schliisselworter: LOOP DO END
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Der Aufbau von LOOP-Programmen:

@ z;:=c, T;:=xj+c v;:=xj —csind LOOP-Programme.
Die Interpretation dieser Ausdriicke erfolgt, wie iiblich, mit der
Einschrankung, dass x; — c als 0 gewertet wird, falls ¢ > x;.

@ Sind P; und P, LOOP-Programme, so ist auch
Py Py
ein LOOP-Programm.
Interpretation: Fiihre zuerst P; und dann P, aus.
@ Ist P ein LOOP-Programm, so ist auch
LOOP z; DO P END

ein LOOP-Programm.

Interpretation: Fiihre P genau x;-mal aus.

Achtung: Zuweisungen an x; im Innern von P haben keinen
Einfluss auf die Anzahl der Schleifendurchliufe!
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Definition 130
Eine Funktion f heiBt LOOP-berechenbar genau dann, wenn es ein
LOOP-Programm gibt, das f berechnet.

LOOP-Programme kdnnen IF ... THEN ... ELSE ...END
Konstrukte simulieren. Der Ausdruck IF x =0 THEN A END kann
durch folgendes Programm nachgebildet werden:

y:=1;
LOOP z DO y := 0 END;
LOOP y DO A END;

LOOP-berechenbare Funktion sind immer total, denn:
LOOP-Programme stoppen immer. Damit stellt sich natiirlich die
Frage, ob alle totalen Funktionen LOOP-berechenbar sind.
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Satz 131
f ist primitiv-rekursiv <= f ist LOOP-berechenbar.
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Beweis:

Wir zeigen zunichst ,<": Sei also P ein LOOP-Programm, das
f :Nj — Ng berechnet. P verwende die Variablen z1, ...z,
k> n.

Zu zeigen: f ist primitiv-rekursiv.

Der Beweis erfolgt durch strukturelle Induktion iiber den Aufbau
von P.
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Beweis:
Induktionsanfang: P : x; :=x; ¢
Wir zeigen: Es gibt eine primitiv-rekursive Funktion

gP(<a17'-'7ak>) = <b17'-->bk>
—_——— —_——
Belegung der Variablen Belegung der Variablen
beim Start von P am Ende von P

Fir P : x; :== xj & c erhdlt man:

gp(<a1, ‘e ,ak)) = <a1, sy Q1,05 + CyQj41y- - ,ak)
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Beweis:
Induktionsschritt: Hier unterscheiden wir 2 Fille:
@ Sei P: Q;R. Dannist gp(x) = gr(gg(x)).
@ Sei nun P : LOOP z; DO @ END.
Idee: Definiere Funktion h(n,z), die die Belegung der
Variablen berechnet, wenn man mit Belegung = startet und
dann @ genau n mal ausfiihrt. Dann ist:

h(0,2) = x
h(in+1,z) = gg(h(n, x))
und damit gp(x) = h(d;(z),z), wobei d; die i-te

Umbkehrfunktion von (z1,...,xg) ist, also
di(<.CL'1, ce ,:Ek>) = Tj.

Die Richtung , =" wird durch strukturelle Induktion iiber den
Aufbau von f gezeigt (Ubungsaufgabe).
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Definition 132
Die Ackermann-Funktion a : N% — Np:

y+1 fallsx =0
a(z,y) == qalr—1,1) fallsx > 1,y =0
a(x —lya(xz,y — 1)) fallsz,y>1

Einige Eigenschaften der Ackermann-Funktion, die man per
Induktion zeigen kann:

Q a(l,y) =y+2, a(2,y) =2y + 3 fir alle y
Q@ y <a(zr,y) Y,y

Q a(z,y) <alx,y+1) Y,y

Q alz,y+1) <a(z+1,y) Y,y

Q a(z,y) <alr+1,y) Y,y
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Genauer:

y —
0 1 2 3 4 5

0 1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6 7
x 2 3 5 7 9 11 13
1 3 5 13 29 61 125 253

65536

4 13 65533 209936 3 927" 3 92" _3

5 65533
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Lemma 133
Sei P ein LOOP-Programm mit den Variablen 1, ..., x, und sei

fr(n) = max{z n; an < n},

wobei, firi=1,...,k, n; der Wert von x; nach Beendigung von
P und n; der Startwert von x; vor Beginn von P ist. Dann gibt es
eint € N, so dass

Vn € Ny : fp(n) < a(t,n).
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Beweis:
durch Induktion tber den Aufbau von P.

Induktionsanfang:
P= xz;:=xz;%c¢c 0E ce{0,1}. Esist klar, dass
fr(n) <2n+1<2n+3=a(2,n) fir alle n

= t = 2 tut es!
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Beweis:

durch Induktion iiber den Aufbau von P.

Induktionsschritt:

1. Fall: P = Py; P,. Nach Induktionsannahme gibt es k1, ko € N,
so dass fiir i = 1,2 und fiir alle n € Ny fp, < a(k;,n).

Damit
fp(n) < fr,(fp(n))
< fp,(a(ki,n)) Monotonie von fp,
< a(ka,a(ki,n)) ILA., setze k3 := max{ks, k1 — 1}.
< a(ks,a(ks +1,n)) Monotonie!
=a(ks+1,n+1)
<a(ks+2,n) Eigenschaft 4 der Ackermannfkt.

und t = k3 + 2 tut es hier! 2. Fall: P = LOOP z; DO Q END.
Die Abschatzung erfolgt analog zum 1. Fall und wird als
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Satz 134
Die Ackermann-Funktion ist nicht LOOP-berechenbar.

Beweis:
Angenommen doch. Sei P ein zugehoriges LOOP-Programm, das

g(n) :=a(n,n)
berechnet.
Nach Definition von fp gilt g(n) < fp(n) fiir alle n € Ny.

Wahle gemaB dem obigen Lemma ¢ mit fp(-) < a(t,-) und setze
n=t:
fr(t) <a(t,t) = g(t) < fp(t)

= Widerspruch! Ol
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1.6 p-rekursive Funktionen

Fiir eine Funktion f liefert der so genannte u-Operator das kleinste
Argument, fiir das f gleich 0 wird (falls ein solches existiert). Der
u-Operator gestattet so z.B., vorab die Anzahl der Durchldufe einer
WHILE-Schleife zu bestimmen, bis die Laufvariable gleich 0 wird.

Definition 135

Sei f eine (nicht notwendigerweise totale) k + 1-stellige Funktion.
Die durch Anwendung des ;i-Operators entstehende Funktion f,
ist definiert durch:

fu: ng — Ng
min{n € No; f(n,z1,...,2x) =0} falls
(x1,...,2k) — f(m,xy,...,xx) definiert fiir alle m <n
L (undefiniert) sonst
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