3.10 Entscheidbarkeit

Beispiel 55

Wie wir bereits wissen, ist das Wortproblem fiir reguldre Sprachen
L entscheidbar. Wenn L durch einen deterministischen endlichen
Automaten gegeben ist, ist dies sogar in linearer Laufzeit moglich.
Allerdings gilt, dass bei der Uberfiihrung eines
nichtdeterministischen endlichen Automaten in einen
deterministischen endlichen Automaten die Komplexitat
exponentiell zunehmen kann.

Die folgenden Probleme sind fiir Chomsky-3-Sprachen (also die
Familie der reguldren Sprachen) entscheidbar:
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Wortproblem: Ist ein Wort w in L(G) (bzw. L(A))?

Das Wortproblem ist fiir alle Sprachen mit einem
Chomsky-Typ groBer 0 entscheidbar. Allerdings

wachst die Laufzeit exponentiell mit der Wortlange n.

Fiir Chomsky-2- und Chomsky-3-Sprachen gibt es
wesentlich effizientere Algorithmen.

Leerheitsproblem: Ist L(G) = (7
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Das Leerheitsproblem ist fiir Sprachen vom
Chomsky-Typ 2 und 3 entscheidbar.

Fiir andere Sprachtypen lassen sich Grammatiken
konstruieren, fiir die nicht mehr entscheidbar ist, ob
die Sprache leer ist.
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Endlichkeitsproblem: Ist |L(G)| < oo?
Das Endlichkeitsproblem ist fiir alle regularen
Sprachen |6sbar.

Lemma 56
Sei n die Pumping-Lemma-Zahl, die zur reguldren Sprache L
gehért. Dann gilt:

|L| = oo gdw (3z € L)[n < |z]| < 2n] .
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Beweis:

Wir zeigen zunachst <:

Aus dem Pumping-Lemma folgt: z = wvw fiir |z| > n und
wv'w € L fiir alle i € Ny. Damit erzeugt man unendlich viele
Worter.

Nun wird = gezeigt:

Dass es ein Wort z mit |z| > n gibt, ist klar (es gibt ja unendlich
viele Worter). Mit Hilfe des Pumping-Lemmas |&sst sich ein solches
Wort auf eine Lange < 2n reduzieren. O

Damit kann das Endlichkeitsproblem auf das Wortproblem
zuriickgefiihrt werden.
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Schnittproblem: Ist L(G1) N L(G2) = 0?
Das Schnittproblem ist fiir die Familie der regularen
Sprachen entscheidbar, nicht aber fiir die Familie der
Chomsky-2-Sprachen.

Aquivalenzproblem: Ist L(G1) = L(G2)?
Das Aquivalenzproblem l3sst sich auch wie folgt
formulieren:

Li=Ly & (I1NL)U(LeNLy)=0
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Wichtig fiir eine effiziente Losung der Probleme ist, wie die
Sprache gegeben ist. Hierzu ein Beispiel:

Beispiel 57
L = {w € {0,1}*; das k-letzte Bit von w ist gleich 1}
Ein NFA fiir diese Sprache ist gegeben durch:

0,1

()
‘ 1 @ 0,1 @ 0,1 0,1 @

Insgesamt hat der NFA k£ + 1 Zustinde. Man kann nun diesen NFA
in einen deterministischen Automaten umwandeln und stellt fest,
dass der entsprechende DFA (2%) Zustinde hat.
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Da die Komplexitat eines Algorithmus von der GréBe der Eingabe
abhangt, ist dieser Unterschied in der EingabegroBe natiirlich
wesentlich, denn es gilt:

kurze Eingabe wie beim NFA = wenig Zeit fiir einen effizienten
Algorithmus,

lange Eingabe wie beim DFA = mehr Zeit fiir einen effizienten
Algorithmus.
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4. Kontextfeie Grammatiken und Sprachen

4.1 Grundlagen und ein Beispiel
Sei

L_ :={w € {0,1}*; w enthilt gleich viele Oen und len}.

Sei #,(w) die Anzahl der Zeichen a in der Zeichenreihe w, d.h.

L= ={w €{0,1}% #o(w) = #1(w)}.

L_ ist sicherlich nicht regular (vgl. Pumping-Lemma).
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Satz 58
Die (kontextfreie) Grammatik G

S—e|T
T — TT |01 | 17001 |10

erzeugt L_.

Beweis:
Sei w € L_. Betrachte fiir jedes Prifix x von w die Zahl

#1(z) — #o(z) .

Falls w = w'w” fiir nichtleere w’, w” € L—, wende man Induktion
iiber |w| an, falls nicht, ist w von der Form Ow’l oder 1w'0, und
Induktion liefert wiederum die Behauptung. Ol
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Definition (Wiederholung, siehe Def. 19)

@ Eine kontextfreie Grammatik G heit eindeutig, wenn es fiir
Jjedes w € L(G) genau einen Ableitungsbaum gibt.

o FEine kontextfreie Sprache L heiBt eindeutig, falls es eine
eindeutige kontextfreie Grammatik G mit L = L(G) gibt.
Ansonsten heiBt L inhdrent mehrdeutig.

Die oben angegebene Grammatik fiir L_ ist nicht eindeutig.
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4.2 Die Chomsky-Normalform
Sei G = (V, %, P,S) eine kontexfreie Grammatik.
Definition 59

Eine kontextfreie Grammatik G ist in Chomsky-Normalform, falls
alle Produktionen eine der Formen

A—a AeVael,
A— BC A, B,C €V, oder
S —e

haben.
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Algorithmus zur Konstruktion einer (dquivalenten)
Grammatik in Chomsky-Normalform
Eingabe: Eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, P, S)

@ Wir fiigen fiir jedes a € ¥ zu V' ein neues Nichtterminal Y,
hinzu, ersetzen in allen Produktionen a durch Y, und fiigen
Y., — a als neue Produktion zu P hinzu.

/* linearer Zeitaufwand, GroBe vervierfacht sich hochstens */

@ Wir ersetzen jede Produktion der Form
A— B1By--- By (r >3)
durch
A — B1Cy, Cy — BoCs,...,Cry — BBy,

wobei Cs, ..., C,_1 neue Nichtterminale sind.

/* linearer Zeitaufwand, GroBe vervierfacht sich héchstens */
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Q Firalle C,D eV, C+# D, mit
C —' D,
fiige fiir jede Produktion der Form
A—BCePbzw. A—-CBe€P
die Produktion
A — BD bzw. A — DB

zu P hinzu.

/* quadratischer Aufwand pro A */
Q Fiirallea € L(G)N (V2 UY), fiige S — o zu P hinzu.
@ Streiche alle Produktionen der Form A — B aus P.
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Zusammenfassend konnen wir festhalten:

Satz 60

Aus einer kontextfreien Grammatik G = (V, X, P, S) der GroBe
s(G) kann in Zeit O(|V|? - s(G)) eine dquivalente kontextfreie
Grammatik in Chomsky-Normalform der GréBe O(|V |2 - 5(G))

erzeugt werden.
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4.3 Der Cocke-Kasami-Younger-Algorithmus

Der CYK-Algorithmus entscheidet das Wortproblem fiir
kontextfreie Sprachen, falls die Sprache in Form einer Grammatik
in Chomsky-Normalform gegeben ist.

Eingabe: Grammatik G = (V, %, P,S) in Chomsky-Normalform,
w=wi...w, €X* mit der Lange n. 0.B.d.A. n > 0.

Definition

‘/ij ZZ{AGV; A—>*w2wj}

Es ist klar, dass w € L(G) & S € Viy,.
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Der CYK-Algorithmus berechnet alle V;; rekursiv nach
wachsendem j — i. Den Anfang machen die

Viii={AeV; A— w,; € P},
der rekursive Aufbau erfolgt nach der Regel

Vi= |J {A€V; (A— BC) € PAB € VixAC € Viya ;) fiiri < j.
i<k<j

Die Korrektheit dieses Aufbaus ist klar, wenn die Grammatik in
Chomsky-Normalform vorliegt.
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Zur Komplexitat des CYK-Algorithmus

Es werden ”2% Mengen V;; berechnet. Fiir jede dieser Mengen
werden | P| Produktionen und héchstens n Werte fiir k betrachtet.
Der Test der Bedingung (A — BC) € PAB € Vi ANC € Vi 5
erfordert bei geeigneter Reprasentation der Mengen V;; konstanten
Aufwand. Der Gesamtaufwand ist also O(|P|n?).

Mit der gleichen Methode und dem gleichen Rechenaufwand kann
man zu dem getesteten Wort, falls es in der Sprache ist, auch
gleich einen Ableitungsbaum konstruieren, indem man sich bei der
Konstruktion der V;; nicht nur merkt, welche Nichtterminale sie
enthalten, sondern auch gleich, warum sie sie enthalten, d.h.
aufgrund welcher Produktionen sie in die Menge aufgenommen
wurden.
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4.4 Das Pumping-Lemma und Ogdens Lemma fiir
kontextfreie Sprachen

Zur Erinnerung: Das Pumping-Lemma fiir reguldre Sprachen: Fiir
jede reguldre Sprache L gibt es eine Konstante n € N, so dass sich
jedes Wort z € L mit |z| > n zerlegen ldsst in z = uvw mit

luv| <mn, |v] > 1 und wv*w C L.

Zum Beweis haben wir n = |Q| gewahlt, wobei @ die
Zustandsmenge eines L erkennenden DFA war. Das Argument war
dann, dass beim Erkennen von z (mindestens) ein Zustand zweimal
besucht werden muss und damit der dazwischen liegende Weg im
Automaten beliebig oft wiederholt werden kann.

Vollig gleichwertig kann man argumentieren, dass bei der
Ableitung von z mittels einer rechtslinearen Grammatik ein
Nichtterminalsymbol (mindestens) zweimal auftreten muss und die
dazwischen liegende Teilableitung beliebig oft wiederholt werden
kann.
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Genau dieses Argument kann in dhnlicher Form auch auf
kontextfreie Grammatiken (in Chomsky-Normalform) angewendet
werden:

Satz 61 (Pumping-Lemma)

Fiir jede kontextfreie Sprache L gibt es eine Konstante n € N, so
dass sich jedes Wort z € L mit |z| > n zerlegen lasst in

z = uwwxy,
mit

Q |vz| > 1,

Q@ |vwz| < n, und

@ Vic Ny: wwrly € L.
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Beweis:

Sei G = (V, %, P,S) eine Grammatik in Chomsky-Normalform mit
L(G) = L. Wihle n = 2VI. Sei 2z € L(G) mit |z| > n. Dann hat
der Ableitungsbaum fiir z (ohne die letzte Stufe fiir die Terminale)
mindestens die Tiefe |V| + 1, da er wegen der
Chomsky-Normalform den Verzweigungsgrad 2 hat.

Auf einem Pfadabschnitt der Lange > |V| + 1 kommt nun
mindestens ein Nichtterminal wiederholt vor. Die zwischen diesen
beiden Vorkommen liegende Teilableitung kann nun beliebig oft
wiederholt werden.

Info IV
@©Ernst W. Mayr




Beweis:

Dieser Ableitungsbaum zeigt  Dieser Ableitungsbaum zeigt
uwy € L wlwzy € L
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Beweis:

Sei G = (V, %, P,S) eine Grammatik in Chomsky-Normalform mit
L(G) = L. Wihle n = 2VI. Sei 2z € L(G) mit |z| > n. Dann hat
der Ableitungsbaum fiir z (ohne die letzte Stufe fiir die Terminale)
mindestens die Tiefe |V| + 1, da er wegen der
Chomsky-Normalform den Verzweigungsgrad 2 hat.

Auf einem Pfadabschnitt der Lange > |V| + 1 kommt nun
mindestens ein Nichtterminal wiederholt vor. Die zwischen diesen
beiden Vorkommen liegende Teilableitung kann nun beliebig oft
wiederholt werden.

Um |vwz| < n zu erreichen, muss man das am weitesten unten
liegende Doppelvorkommen eines solchen Nichtterminals wahlen.
O
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