4. Testen von Hypothesen

4.1 Einfithrung

Bislang haben wir versucht, Parameter von Verteilungen zu
schatzen. In der Praxis ist man jedoch oft an der eigentlichen
Kenntnis dieser Parameter gar nicht interessiert, sondern man
mochte gewisse, damit zusammenhangende Behauptungen
tiberpriifen.

Im Folgenden stellen wir die Bestandteile eines statistischen Tests
anhand eines abstrakten Beispiels vor. Wir betrachten dazu eine
Zufallsvariable X mit Pr[X = 1] =p und Pr[X =0] =1 —p.
Durch einen Test soll iiberpriift werden, ob p < 1/3 oder p > 1/3
gilt.
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Definition eines Tests

Wir betrachten eine Stichprobe von n unabhingigen
Stichprobenvariablen X1, ..., X, die dieselbe Verteilung wie die
Zufallsvariable X besitzen. Zu einem zugehdrigen
Stichprobenvektor & miissen wir nun die Frage beantworten, ob wir
fiir diesen Versuchsausgang die Hypothese ,,p > 1/3" annehmen
oder ablehnen.

Sei
K = {Z € R"; Z fiihrt zur Ablehnung der Hypothese}.

K nennen wir den Ablehnungsbereich oder den kritischen Bereich
des Tests.

DS 1l 4.1 Einfithrung
(©Ernst W. Mayr




Gewohnlich wird K konstruiert, indem man die Zufallsvariablen
X1,...,X, zu einer neuen Variablen T', der so genannten
TestgroBe, zusammenfasst. Dann unterteilt man den
Wertebereich R von T in mehrere Bereiche, die entweder zur
Ablehnung der Hypothese fiihren sollen oder nicht. Dabei
betrachtet man meist ein einzelnes halboffenes oder
abgeschlossenes Intervall und spricht dann von einem einseitigen
bzw. von einem zweiseitigen Test.

Die Menge K C R enthalte die Werte von T', die zur Ablehnung
der Hypothese fiihren sollen. Da wir Tests immer iiber eine
TestgroBe definieren, werden wir der Einfachheit halber auch K als
Ablehnungsbereich bezeichnen. KCR entspricht direkt dem

Ablehnungbereich K = T~1(K) C R", wie wir ihn oben festgelegt
haben.
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Die zu iiberpriifende Hypothese bezeichnen wir mit Hy und
sprechen deshalb auch von der Nullhypothese. Bei manchen Tests
formuliert man noch eine zweite Hypothese H7, die so genannte
Alternative. Im Beispiel kdnnen wir

Hy:p>1/3und Hy :p<1/3
setzen.

Manchmal verzichtet man darauf, H; anzugeben. Dann besteht die
Alternative wie oben einfach darin, dass Hy nicht gilt. In diesem
Fall nennen wir Hy triviale Alternative.
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Ein echter, also nicht-trivialer Alternativtest lage beispielsweise vor,
wenn wir ansetzen

Hj:p>1/3und Hj : p < 1/6.

Beispiel 127

Wir untersuchen eine Festplatte, von der bekannt ist, dass sie zu
einer von zwei Baureihen gehdrt. Die mittleren Zugriffszeiten dieser
Baureihen betragen 9ms bzw. 12ms. Wir mochten nun
herausfinden, zu welchem Typ die betrachtete Festplatte gehort,
indem wir die Zugriffszeit bei n Zugriffen bestimmen. Hier wiirde
man dann ansetzen: Hy : u <9 und Hy := p > 12, wobei p die
mittlere Zugriffszeit bezeichnet.
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Fehler bei statistischen Tests

Bei jedem statistischen Test konnen mit einer gewissen
Wahrscheinlichkeit falsche Schliisse gezogen werden. Dieser Fall
tritt beispielsweise ein, wenn H gilt, aber das Ergebnis & der
Stichprobe im Ablehnungsbereich K liegt.

Dann spricht man von einem Fehler 1. Art.

Analog erhalten wir einen Fehler 2. Art, wenn Hj nicht gilt und &
nicht im Ablehnungsbereich liegt.

Fehler 1. Art : Hy gilt, wird aber abgelehnt.
Fehler 2. Art : Hj gilt nicht, wird aber angenommen.
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Fiir die Beurteilung eines Tests ist es wesentlich, mit welcher
Wahrscheinlichkeit diese beiden Fehler eintreten konnen. Ziel ist es
natiirlich, diese Wahrscheinlichkeiten mdglichst klein zu halten.
Allerdings sind die Minimierung des Fehlers 1. Art und des Fehlers
2. Art gegenldufige Ziele, so dass ein verniinftiger Ausgleich
zwischen beiden Fehlern gefunden werden muss. Wenn man
beispielsweise K = () setzt, so erhilt man Wahrscheinlichkeit Null
fiir den Fehler 1. Art, da Hy immer angenommen wird. Allerdings
tritt der Fehler 2. Art dann mit Wahrscheinlichkeit Eins ein, wenn
Hy nicht gilt.
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Die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 1. Art wird mit «
bezeichnet, und man spricht deshalb gelegentlich vom a-Fehler. «
heiBt auch Signifikanzniveau des Tests.

In der Praxis ist es iiblich, sich ein Signifikanzniveau o vorzugeben
(iibliche Werte hierfiir sind 0,05, 0,01 oder 0,001) und dann den
Test so auszulegen (also den Ablehnungsbereich K so zu
bestimmen), dass die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 1. Art den
Wert « besitzt.
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Konstruktion eines einfachen Tests
Wir konstruieren einen Test fiir den Parameter p einer
Bernoulli-verteilten Zufallsvariablen X. Wir setzen

Hy :p > po, Hy :p <po.
Als TestgroBe verwenden wir
T:Xl—i-—i-Xn

Fiir groBere Wahrscheinlichkeiten p erwarten wir auch groBere
Werte fiir T'. Deshalb ist es sinnvoll, einen Ablehnungsbereich der
Art K := [0, k] fir T' zu wahlen, wobei k € R geeignet festzulegen
ist. Wir konstruieren hier also einen einseitigen Test, wahrend fiir
eine Nullhypothese Hy : p = pg sowohl zu kleine als auch zu groBe
Werte von T zur Ablehnung von Hj fiihren sollten und somit ein
zweiseitiger Test vorzuziehen ware.
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T ist binomialverteilt. Da wir von einem groBen
Stichprobenumfang n ausgehen, bietet es sich an, die Verteilung
von T' nach dem Grenzwertsatz von de Moivre (sieche Korollar 116)
durch die Normalverteilung zu approximieren.

Sei T
Tom LT

V(1 —p)

T ist annihernd standardnormalverteilt.
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Wir berechnen fiir jeden Wert von k das zugehdrige
Signifikanzniveau o des Tests.

Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art = max Pr, [T € K]
pEHo

= Pr,|T <k
max Py [1" < k]
Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art = sup Pr,[T ¢ K]
pEH:

= sup Prp[T > k]
pEH:
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Fiir den Fehler 1. Art « erhalten wir
a =maxPr,[T < k] = Prp—p, [T < k]

P>Ppo
k—np

T< —— =
np(1 —p)

= Prp—p,

=Pr

7 < k — npo ~ & k — npo
~ /npo(1 = po) Vnpo(1—po) )
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Unter Verwendung der Quantile der Standardnormalverteilung
ergibt sich damit:

@ Ist k so gewahlt, dass (k — npo)//npo(1 — po) = zq, SO ist

das Signifikanzniveau gleich a.

@ Ist das gewiinschte Signifikanzniveau o des Tests vorgegeben,
so erhilt man den Wert k = k(n) in Abhangigkeit vom
Umfang n der Stichprobe durch

k= zo v/npo(l—po)+ npo. (8)

Kleinere Werte fiir k verkleinern zwar den Fehler 1. Art, vergroBern
jedoch den Annahmebereich und damit die Wahrscheinlichkeit fiir
einen Fehler 2. Art.
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Verhalten der Testfehler

Wie verhalten sich die moglichen Testfehler des konstruierten
Verfahrens? Was geschieht beispielsweise, wenn p nur geringfiigig
kleiner als pq ist?

In diesem Fall betrachten wir beim Fehler 2. Art die
Wahrscheinlichkeit

Prp—p—c[T = k] = Prp—p, [T 2 k] =1 — .
Wenn sich also die ,,wahren* Verhaltnisse nur minimal von unserer

Nullhypothese unterscheiden, so werden wir diese ,,im Zweifelsfall"
annehmen.
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Bei echten Alternativtests werden fiir hinreichend groBe
Stichproben und einen geeignet eingestellten Ablehnungsbereich
beide Testfehler klein.

Beispiel 128

Die Abbruchrate p der Transaktionen in einem
Online-Datenbanksystem wurde bereits frither einmal ermittelt.
Allerdings sind die entsprechenden Daten verloren gegangen und
die Entwickler erinnern sich nur noch, dass das Ergebnis entweder
p =1/3 oder p = 1/6 lautete. Unter dieser Annahme wiirde man
den Test wie folgt ansetzen:

Hy:p>1/3, Hi:p<1/6.

DS 1l 4.1 Einfithrung
(©Ernst W. Mayr




Beispiel (Forts.)
Fiir den Fehler 2. Art erhalt man nun:

Fehlerwahrsch. 2. Art = max Prp[T > k]
p<1/6

m-@( k—(1/6)-n )
V(1/6) - (5/6)n
Mit den obigen Werten k = 25 und n = 100 ergibt sich mit
150 — 100
o ———") =&(5) ~0,9871
() =ov®

ein Fehler 2. Art der GréBe 0,0129, wihrend sich fiir die triviale
Alternative Hy : p < 1/3 ein Wert von etwa 0,95 ergibt.
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Die so genannte Giitefunktion g gibt allgemein die
Wabhrscheinlichkeit an, mit der ein Test die Nullhypothese verwirft.
Fiir unser hier entworfenes Testverfahren gilt

g(n,p) = Pr[T € K] = Pr,[T < k] ~ ® (M> .
np(l —p)
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Giitefunktion g(n, p) fiir verschiedene Werte von n
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Man erkennt deutlich, dass fiir alle n der Wert von k = k(n) genau
so gewahlt wurde, dass g(n,1/3) = 0,05 gilt. Dies wird durch den
in Gleichung 8 angegebenen Ausdruck erreicht.

Fiir Werte von p groBer als 1/3 wird Hp : p > 1/3 mit hoher
Wahrscheinlichkeit angenommen, wahrend fiir Werte deutlich unter
1/3 die Hypothese Hj ziemlich sicher abgelehnt wird.

Ferner ist auffallig, dass g fiir groBere Werte von n schneller von
Eins auf Null fallt. Daran erkennt man, dass durch den Test die
Falle ,, Hy gilt” und ,, Hy gilt nicht” umso besser unterschieden
werden kdnnen, je mehr Stichproben durchgefiihrt werden. Fiir
Werte von p, bei denen g(n,p) weder nahe bei Eins noch nahe bei
Null liegt, kann der Test nicht sicher entscheiden, ob die
Nullhypothese abzulehnen ist.
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4.2 Praktische Anwendung statistischer Tests

Das im vorhergehenden Abschnitt konstruierte Testverfahren
taucht in der Literatur unter dem Namen approximativer
Binomialtest auf.

Die folgende Tabelle 1 gibt einen Uberblick iiber die Eckdaten
dieses Tests.
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Tabelle: Approximativer Binomialtest

Annahmen:
X1, ..., X, seien unabhingig und identisch verteilt mit Pr[X; = 1] = p und Pr[X; =
0] =1 — p, wobei p unbekannt sei. n sei hinreichend groB, so dass die Approximation
aus Korollar 116 brauchbare Ergebnisse liefert.

Hypothesen:
a) Ho:p=po gegen Hi:p# po,
b) Ho:p>po gegen Hi:p<po,
c) Ho:p<po gegen Hi:p>po.
TestgroBe:

h —npo

Vpo(1 = po)’
wobei h := X; + ...+ X,, die Hiufigkeit bezeichnet, mit der die Ereignisse X; = 1
aufgetreten sind.

Ablehnungskriterium fiir Hy bei Signifikanzniveau a:

a) |Z] > z1as2
b) Z < z,,
c) Z>zi_q.

DS 1l 4.2 Praktische Anwendung statistischer Tests
(©Ernst W. Mayr



	Vorlesungsinhalt
	Literatur
	Einleitung
	Grundlagen
	Wahl der Wahrscheinlichkeiten
	Historische Anfänge der Wahrscheinlichkeitstheorie

	Bedingte Wahrscheinlichkeiten
	Unabhängigkeit
	Zufallsvariablen
	Grundlagen
	Erwartungswert und Varianz
	Mehrere Zufallsvariablen

	Wichtige diskrete Verteilungen
	Bernoulli-Verteilung
	Binomialverteilung
	Geometrische Verteilung
	Poisson-Verteilung

	Abschätzen von Wahrscheinlichkeiten
	Die Ungleichungen von Markov und Chebyshev
	Gesetz der großen Zahlen
	Chernoff-Schranken

	Erzeugende Funktionen
	Einführung
	Summen von Zufallsvariablen
	Rekurrente Ereignisse

	Formelsammlung
	Gesetze zum Rechnen mit Ereignissen
	Erwartungswert und Varianz diskreter Zufallsvariablen
	Gesetze zum Rechnen mit Zufallsvariablen

	Einführung
	Motivation
	Kontinuierliche Zufallsvariablen
	Kolmogorov-Axiome und sigma-Algebren
	Rechnen mit kontinuierlichen Zufallsvariablen

	Wichtige stetige Verteilungen
	Gleichverteilung
	Normalverteilung
	Exponentialverteilung

	Mehrere kontinuierliche Zufallsvariablen
	Mehrdimensionale Dichten
	Randverteilungen und Unabhängigkeit
	Warteprobleme mit der Exponentialverteilung
	Summen von Zufallsvariablen
	Momenterzeugende Funktionen für kontinuierliche Zufallsvariablen

	Zentraler Grenzwertsatz
	Normalverteilung als Grenzwert der Binomialverteilung
	Elementarer Beweis des Grenzwertsatzes von de Moivre für p=1/2
	Verschiedene Approximationen der Binomialverteilung

	Einführung
	Schätzvariablen
	Maximum-Likelihood-Prinzip zur Konstruktion von Schätzvariablen

	Konfidenzintervalle
	Testen von Hypothesen
	Einführung
	Praktische Anwendung statistischer Tests




