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Exponentiation von Matrizen

Wenn P diagonalisierbar ist, so existiert eine Diagonalmatrix )
und eine invertierbare Matrix B, so dass P = B - D - B! gilt.
Diese erhalten wir durch Berechnung der Eigenwerte und
Eigenvektoren von P und durch Transformation von £ in den
Raum der Eigenvektoren.

Dann gilt

PSRN SR
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Beispiel:

0,8 0,2
0.1 0,9

Durch Bestimmung der Nullstellen des charakteristischen
Polynoms der Matrix (P — X\ - I) erhalten wir die
Eigenwerte 0,7 und 1, sowie die zugehorigen (rechten)
Eigenvektoren

V] = und vy =
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Damit

0,7 0O —2 1
D = und B =
0O 1 1 1
und
11
—1 3 3
B = 1 2
3 3
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Damit ergibt sich beispielsweise

ps_ [—2 1) (0.7 0 —-
S \1 1 0o 13 !

(0,562 0,438
~ 10,219 0,781

WIN) W=
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4.2.3 Ankunftswahrscheinlichkeiten und Ubergangszeiten

Bei der Analyse von Markov-Ketten treten oftmals Fragestellungen
auf, die sich auf zwei bestimmte Zustande 72 und j beziehen:

e \Wie wahrscheinlich ist es, irgendwann von 2 nach j zu
kommen?

e \Wie viele Schritte benodtigt die Kette im Mittel, um von 2
nach 7 zu gelangen?
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Definition: Die Zufallsvariable
Ti; := min{n > 1| X,, = 7, wenn Xy =1}

zahlt die Anzahl der Schritte, die von der Markov-Kette fur den

Weg von ¢ nach j bendtigt werden. 1;; nennen wir die
Ubergangszeit (engl. hitting time) vom Zustand ¢ zum Zustand j.

Wenn j nie erreicht wird, setzen wir 1;; = oo.

Ferner definieren wir h;; := E[T};].

Die Wahrscheinlichkeit, vom Zustand 7 nach beliebig vielen

Schritten in den Zustand 7 zu gelangen, nennen wir
Ankunftswahrscheinlichkeit f;;. Formal definieren wir

.f}j ::::ff)r[ifaj < CXD]-
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Beispiel:

1,0

0,5 0,5
ale, Sal
0,5

Beispiel zur Berechnung von f;; und hj;

Wir betrachten die obige Markov-Kette. Einige
Besonderheiten fallen sofort auf:

e Beginnt man im Zustand 0, so kann man niemals
einen der ubrigen Zustande erreichen. Die
Ubergangszeiten Ty, Tho und Tp3 sind daher oo.
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1,0

0,5 0,5
— (1)
L0 (O—O—E_15 Jos
0,5

e Beginnt man im Zustand 1, so entscheidet sich im
ersten Schritt, ob die Kette sich zukunftig im ,, linken
Teil" (Zustand 0) oder im ,,rechten Teil" (Zustand 2
und 3) aufhalt. Fiur die Ubergangszeit 7% gilt daher

1 falls X; =0,

110 =
oo falls X1 = 2.

Wegen Pr|X; =0 | Xo = 1] = 0,5 folgt fio = 0,5 und
t[Tm] — OXQ.
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1,0

0,5 0,5
— (1)
L0 (O—O—E_15 Jos
0,5

e Beginnt man im Zustand 2 oder 3, so wird die Kette
auch weiterhin zwischen der Zustanden 2 und 3 ,, hin
und her pendeln*. Genauer:

Die Anzahl der Schritte, in denen die Kette im
Zustand 3 bleibt, ist geometrisch verteilt mit
Parameter 0,5. Der Zustand 3 wird daher im Mittel
nach 1/0,5 = 2 Schritten verlassen. Da Zustand 2 der
einzige Nachbar von 3 ist, folgt h3o = 2 und somit
insbesondere auch f3o = 1.
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Lemma 48:

FlUr die erwarteten Ubergangszeiten gilt

hij =1+ Zpikhkj fiir alle i, € S,
k#j
sofern die Erwartungswerte h;; und hy; existieren.
Fur die Ankunftswahrscheinlichkeiten gilt analog

i =Dij+ Y Dt furalled,j € S.
=y
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Beweis: Wir bedingen auf das Ergebnis des ersten Schritts der
Markov-Kette und erhalten aufgrund der Gedachtnislosigkeit
Pr|T;; < oo | X1 = k] = Pr[T}; < oo] fiir k # j sowie

Pr[T;; < oo | X1 =j]=1.

fz’j — PI‘[Tij < OO] = ZPT[Tij < o0 ‘ X1 = k] * Dik
kesS
= Dij + Z Pr[Ty; < oo] - pik = pij + Zpikfk;j-
k= k#j
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Wegen der Gedachtnislosigkeit folgt E[T;; | X1 = k] = 1 4+ E|T};]
flir k # j. Ferner gilt E[T;; | X1 = 3] = 1.

Bedingen wir wieder auf das Ergebnis des ersten Schritts, so folgt
(siehe Satz 10):

hij = E[Ty;] = » E[Ty; | X1 = k] - pi

= Pij T Z(l + E[T%;]) -pix = 1+ Z hij - Pik-
k7] k7J

q. e.d.
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Beispiel:

1,0

0,5 0,5
- (N
0,5

Fir die Berechnung der Ubergangszeiten fiir die
Zustande 2 und 3 erhalten wir die Gleichungen

hoo = 1 + haso, has =1+ % - hos
und
hog = 1, h3s =1+ %hgz-

Durch Losen dieses Gleichungssystems erhalten wir die
Werte hoo = 3, hsys = 1,5, hog = 1 und h3a = 2. Die
Ankunftswahrscheinlichkeiten lassen sich analog herleiten.

Man erhalt 2{@4 — f33 — f23| — f?,z — |1. | .
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Das Gamblers Ruin Problem

Anna und Bodo spielen Poker, bis einer von ihnen bankrott ist. A
verfligt Uber Kapital a, und B setzt eine Geldmenge in Hohe von
m — a aufs Spiel. Insgesamt sind also m Geldeinheiten am Spiel
peteiligt. In jeder Pokerrunde setzen A und B jeweils eine
Geldeinheit. A gewinnt jedes Spiel mit Wahrscheinlichkeit p. B
tragt folglich mit Wahrscheinlichkeit g := 1 — p den Sieg davon.
Wir nehmen an, dass diese Wahrscheinlichkeiten vom bisherigen
Spielverlauf und insbesondere vom Kapitalstand der Spieler
unabhangig sind.
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Wir modellieren das Spiel durch die Markov-Kette

A interessiert sich flr die Wahrscheinlichkeit, mit der sie B in den
Ruin treibt, also fur die Wahrscheinlichkeit fa,m (wir schreiben
hier der Deutlichkeit halber f; ; statt f;;).

Wir erhalten:
fi,m = DP- fz’—|—1,m + q - fz’—l,m firl<i:<m—1, (4.2.4.1)
ef}NF—]ﬁTH, — p+4q- j%?t—-z,ﬂny
f07m e O.
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Wir wollen nun fi,m allgemein als Funktion von m berechnen.
Dazu beobachten wir zundchst, dass wir (4.2.4.1) wegen f,,,m = 1
umschreiben konnen zu

fixi,m = (1/p) - fim — (@/P) - ficim fir 1 <i<m. (4.2.4.2)

Wir erganzen (4.2.4.2) um die Anfangswerte

form =0 und f1., = &.

(Fir den Moment fassen wir £ als Variable auf. Nach LOsung der
Rekursion werden wir £ so wahlen, dass die Bedingung [, ,, = 1
erfullt ist.)
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Als Losung dieser linearen homogenen Rekursionsgleichung
2. Grades (4.2.4.2) ergibt sich fir p # 1/2:

- p& (, (1-pY
Jm = 551 (1 ( p >>

Setzen wir nun ¢« = m, so folgt aus f,,.,, = 1, dass

gelten muss.
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Insgesamt erhalten wir somit das Ergebnis:

fim =

Fir p = 1/2 verlauft die Rechnung &hnlich.
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Beispiel:  W.ir wollen berechnen, wie lange A und B im
Mittel spielen konnen, bis einer von ihnen bankrott geht.

ha.m eignet sich dazu i.a. nicht (warum?).

Wir betrachten stattdessen:

T! := ,,Anzahl der Schritte von Zustand ¢ nach
Zustand O oder m*

und setzen

d; .= “Z[T-,].
Offensichtlich qgilt dg = d,,, = 0 und fiir 1 <1 < m

d; =qdi—1 +pdiy1 +1.
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Wir betrachten nun nur den Fall p =g = 1/2 und
erhalten

di=1-(m —21) furalle:=0,...,m.

Wegen d; < mi < m? folgt also, dass das Spiel
unabhangig vom Startzustand im Mittel nach hochstens
m? Schritten beendet ist.
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