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Beispiel: Die Zufallsvariable X sei N (u, 0?)-verteilt, und wir
suchen Schatzvariablen fur die Parameter ;1 und o. Nach
Definition der Likelihood-Funktion gilt

Hrmen = <¢z~170> '.Hexp< o )

Durch Logarithmieren erhalten wir

2
— 20

In L(&; p, 0%) = —n(In \/%—I—lna)—l—zn: ( (@i ,u)2> .

i i:' 28. Juni 2004 5




Fur die Nullstellen der Ableitungen ergibt sich

Oln L -
D=L
oL — o2

Oln L n En:(oci—,uy

oo o . o3

also

1
W =x und gl == :ci—,uQ.
DBCED
Wir haben also durch die ML-Methode ,,fast" das
Stichprobenmittel und die Stichprobenvarianz erhalten.
Allerdings besitzt der Schatzer fur die Varianz hier den
Vorfaktor % statt ﬁ Die ML-Schatzvariable fur die
Varianz ist somit nicht erwartungstreu.
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3.3 Konfidenzintervalle

Bei der Verwendung von Schatzvariablen geht man davon aus,
dass der erhaltene Schatzwert ,, nahe” beim gesuchten

Parameter 6 liegt. Die Schatzungen werden , besser‘, je groBer die
betrachtete Stichprobe ist. Diese Angaben sind aus quantitativer
Sicht naturlich unbefriedigend, da nicht erkennbar ist, wie gut
man sich auf den Schatzwert verlassen kann.

Die Losung dieses Problems besteht darin, statt einer
Schatzvariablen U zwei Schatzer U; und Us zu betrachten. Uy
und Us werden so gewahlt, dass

PriU; <0< Uz >1-—q.

Die Wahrscheinlichkeit 1 — o heiBt Konfidenzniveau und kann dem
, Sicherheitsbedurfnis® angepasst werden.
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Wenn wir fiir eine konkrete Stichprobe die Schatzer U; und Us
berechnen und davon ausgehen, dass 6 € |Uy, Us| ist, so ziehen
wir hochstens mit Wahrscheinlichkeit «« einen falschen Schluss.
U1, Us| heiBt Konfidenzintervall.

In vielen Fallen verwendet man nur eine Schatzvariable U und
konstruiert mittels Uy := U — o0 und Us := U + 0 ein
symmetrisches Konfidenzintervall (U — 6, U + 9].
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Sei X eine N (u, 0?)-verteilte Zufallsvariable, und seien
X1,...,X, n zugehorige Stichprobenvariablen. GemaB der
Additivitat der Normalverteilung (siehe Satz 44) ist das

— — 2
Stichprobenmittel X ebenfalls normalverteilt mit X ~ N (pu, %)

Wir suchen fiir X ein symmetrisches Konfidenzintervall.

Nach Satz 36 ist

standardnormalverteilt.
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Fir Z betrachten wir das Konfidenzintervall [—c, ¢| fir ein
geeignetes ¢ > 0 und setzen

!

Prl—c< Z <c]=1- 0.

Auflosen nach u ergibt

Pr | X

co — |
< u < X 4 =1 — a.

V7 oV

Das gesuchte Konfidenzintervall lautet also
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Den Parameter ¢ wahlen wir wie folgt:

!

Prl—c< Z <c|=®(c) —P(—c) =1 — a.

Wegen der Symmetrie von ® gilt P(—xz) =1 — ®(x) und wir
erhalten

Ble) - B(—c)=2-B(c) —1=1—a += @(0)21—%,

also
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Definition: X sei eine stetige Zufallsvariable mit Verteilung F'x.
Eine Zahl x, mit

FX(CCW) =7
heiBt v-Quantil von X bzw. der Verteilung Fx.

Definition:  Fur die Standardnormalverteilung bezeichnet z, das
v-Quantil.
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Damit konnen wir das gesuchte Konfidenzintervall angeben durch
-_ Z(1—a\O __ Zl_QO'-

o |5 209 X (1-2)
vn VN
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3.4 Testen von Hypothesen
3.4.1 Einfuhrung

Bislang haben wir versucht, Parameter von Verteilungen zu
schatzen. In der Praxis ist man jedoch oft an der eigentlichen
Kenntnis dieser Parameter gar nicht interessiert, sondern man
Mmochte gewisse, damit zusammenhangende Behauptungen
uberprufen.

Im Folgenden stellen wir die Bestandteile eines statistischen Tests
anhand eines abstrakten Beispiels vor. Wir betrachten dazu eine
Zufallsvariable X mit Pr|X =1 =p und Pr[X =0] =1 — p.
Durch einen Test soll liberprift werden, ob p < 1/3 oder p > 1/3
gilt.
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Definition eines Tests. Wir betrachten eine Stichprobe von
n unabhangigen Stichprobenvariablen Xq,...,.X,,, die dieselbe
Verteilung wie die Zufallsvariable X besitzen. Zu einem
zugehorigen Stichprobenvektor £ missen wir nun die Frage
beantworten, ob wir fur diesen Versuchsausgang die Hypothese
,p > 1/3" annehmen oder ablehnen.

Seij

K := {7 € R"™; & fuhrt zur Ablehnung der Hypothese}.

K nennen wir den Ablehnungsbereich oder den kritischen Bereich
des Tests.
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