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Exponentialverteilung als Grenzwert der geometrischen
Verteilung

Erinnerung: Die Poisson-Verteilung lasst sich als Grenzwert der
Binomialverteilung darstellen.

Wir betrachten eine Folge geometrisch verteilter Zufallsvariablen
X,, mit Parameter p,, = \/n. Fir ein beliebiges k € N ist die
Wahrscheinlichkeit, dass X,, < k - n, gleich

kn kn—1
Pr(X,<kn] = > (1—=pu)"'pn = pn- Y _(1—pn)
i=1 1=0
— L=p)™ _ (1 — —>
Pn n
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Wegen limy oo (1 — 3)” — e~ gilt daher fiir die Zufallsvariablen

n
Y, = %Xn, dass

lim Pr|Y, <t] = Ilim Pr|X, <t-n]
)\ tn
= lim 1 — (1 — —>
n—00 n
= 1 — e,

Die Folge Y, der (skalierten) geometrisch verteilten
Zufallsvariablen geht also fur n — oo in eine exponentialverteilte
Zufallsvariable mit Parameter A\ Uber.
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2.3 Mehrere kontinuierliche Zufallsvariablen
Mehrdimensionale Dichten

Definition: Zu zwei kontinuierlichen Zufallsvariablen X, Y wird
der zugrunde liegende gemeinsame Wahrscheinlichkeitsraum uber

R? durch eine integrierbare (gemeinsame) Dichtefunktion
]ﬁx;§f . R? ——+-ﬂ%{; mit

0 0
/ / fxy(z,y)dxdy =1

Fiur ein Ereignis A C R? (das aus abzahlbar vielen geschlossenen
oder offenen Bereichen gebildet sein muss) gilt

beschrieben.

Pr|A] :/AfX,Y(ZUay)dwdy-
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Unter einem Bereich B verstehen wir dabei Mengen der Art
B={(z,y) ER*|a<z<bc<y<d} mita,b,cdécR.

Dabei konnen die einzelnen Intervallgrenzen auch ,,offen* sein.
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Analog zum eindimensionalen Fall ordnen wir der Dichte fX’y eine
(gemeinsame) Verteilung F'xy : R* — [0, 1] zu

Fxvy(z,y) =Pr|X <z,Y <y| = / / fxy(u,v)dudw.
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Randverteillungen und Unabhangigkeit

Definition: Sei fx y die gemeinsame Dichte der
Zufallsvariablen X und Y. Die Randverteilung der Variablen X ist

gegeben durch

— OO

FX(az):Pr[Xgaz]:/gC _/fo,y(u,v)dv- ™

Analog nennen wir

fx(x) = /OO fxy(x,v)dv

die Randdichte von X . Entsprechende Definitionen gelten
symmetrisch fur Y .
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Definition:

Zwei kontinuierliche Zufallsvariablen X und Y heiBen unabhangig,
wenn

Pr[X <z,Y < y] = Pr[X < z] - Pr[Y <y

fir alle z,y € R qilt.

Dies ist gleichbedeutend mit
Fxy(z,y) = Fx(z) - Fy(y) .

Differentiation ergibt

fxy(z,y) = fx(x) - fr(y).
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Fir mehrere Zufallsvariablen X,...,.X,, gilt analog: Xq,..., X,
sind genau dann unabhangig, wenn

Fle.“’Xn(CL'l, S ,:cn) — FXl(ZIZ‘l) NP FXn(a?n)

bzw.
fX1,---,Xn(aj17 .o 73371) — fX1 (CE1) Tee et an(ZIZn)

fur alle x1,...,x, € R.
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Warteprobleme mit der Exponentialverteilung

Warten auf mehrere Ereignisse.

Satz 41: Die Zufallsvariablen X1, ..., X, seien unabhangig
und exponentialverteilt mit den Parametern A\, ..., A,. Dann ist
auch X := min{Xy,..., X,,} exponentialverteilt mit dem

Parameter \1 + ...+ \,.

Beweis: Der allgemeine Fall folgt mittels Induktion aus dem fur
n = 2. Fir die Verteilungsfunktion F'x gilt:
1 — Fx(t) = Pr[X >t] =Primin{X;, Xa} > t]
— ﬁP’r:;Xfl >t, Xo > t]

= Pr|[X; > t] - Pr| X2 >t
— A1t . 6—)\275 _ 6_()\1+>\2)t.

— €
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Anschaulich besagt Satz 41, dass sich die Raten addieren, wenn
man auf das erste Eintreten eines Ereignisses aus mehreren
unabhangigen Ereignissen wartet. Wenn beispielsweise ein Atom
die Zerfallsrate )\ besitzt, so erhalten wir bei n Atomen die
Zerfallsrate n\ (wie uns auch die Intuition sagt).
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Poisson-Prozess.

Wir hatten bei der Diskussion der geometrischen und der
Poisson-Verteilung festgestellt:

Wenn der zeitliche Abstand der Treffer geometrisch verteilt ist, so
ISt ihre Anzahl in einer festen Zeitspanne binomialverteilt.

Im Grenzwert n — oo, wobei wir die Trefferwahrscheinlichkeit mit
DPn = )\/n ansetzen, konvergiert die Binomialverteilung gegen die
Poisson-Verteilung und die geometrische Verteilung gegen die
Exponentialverteilung konvergiert. Im Grenzwert n — oo erwarten

wir deshalb die folgende Aussage:

Wenn man Ereignisse zahlt, deren zeitlicher Abstand
exponentialverteilt ist, so ist die Anzahl dieser Ereignisse in einer

festen Zeitspanne Poisson-verteilt.
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Seien 17,15 ... unabhangige exponentialverteilte Zufallsvariablen
mit Parameter \. Die Zufallsvariable 7; modelliert die Zeit, die
zwischen Treffer : — 1 und 7 vergeht.

Fir den Zeitpunkt ¢t > 0 definieren wir
X(t) :=max{n e N |T1+ ...+ T, <t}.

X (t) gibt also an, wie viele Treffer sich bis zur Zeit ¢ (von Zeit
Null ab) ereignet haben. Es gilt:
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Fakt 42: Seien 17,15, ... unabhangige Zufallsvariablen und sei
X(t) fur ¢ > 0 wie oben definiert. Dann gilt: X (%) ist genau dann
Poisson-verteilt mit Parameter t\, wenn es sich bei 77,75,... um
exponentialverteilte Zufallsvariablen mit Parameter \ handelt.

Zum Zufallsexperiment, das durch 717,75, ... definiert ist, erhalten
wir flir jeden Wert t > 0 eine Zufallsvariable X (). Hierbei kdnnen
wir ¢ als Zeit interpretieren und X (¢) als Verhalten des
Experiments zur Zeit t. Eine solche Familie (X (t)):~0 von
Zufallsvariablen nennt man allgemein einen stochastischen
Prozess. Der hier betrachtete Prozess, bei dem 17,15, ...
unabhangige, exponentialverteilte Zufallsvariablen sind, heil3t
Poisson-Prozess und stellt ein fundamentales und zugleich
praktisch sehr bedeutsames Beispiel fur einen stochastischen
Prozess dar.
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Beispiel:  Wir betrachten eine Menge von Jobs, die auf
einem Prozessor sequentiell abgearbeitet werden. Die
Laufzeiten der Jobs seien unabhangig und
exponentialverteilt mit Parameter A = 1/30([1/s|. Jeder
Job benotigt also im Mittel 30s.

GemalB Fakt 42 ist die Anzahl von Jobs, die in einer

Minute vollstandig ausgefuhrt werden, Poisson-verteilt
mit Parameter tA = 60 - (1/30) = 2.

Die Wahrscheinlichkeit, dass in einer Minute hochstens
ein Job abgearbeitet wird, betragt e + t\e N ~ 0,400 .
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Summen von Zufallsvariablen

Satz 43:
Seien X und Y unabhangige kontinuierliche Zufallsvariablen. Fir
die Dichte von Z := X + Y qilt

f2)= [ fx@) - fy(z-a)an
Beweis: Nach Definition der Verteilungsfunktion qilt
Fz(t)=Pr[Z <t|=Pr[ X +Y <t| = / fxy(z,y)dzdy
A(t)

wobei A(t) = {(z,y) e R? | z +y < t}.
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Aus der Unabhangigkeit von X und Y folgt

Fy(t)

fx(z) - fr(y)dzdy
A(D)

= /OO fx(x) - ( wa(y)dy> dz.

Mittels der Substitution z := x + vy, dz = dy ergibt sich

t—x t
/_ fy(y)dy=/_ Jv(z—x)dz
und somit

Fz(t) = /; (/Z fx(z)fy(z — f)dl‘) dz.
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Satz 44: (Additivitat der Normalverteilung)
Die Zufallsvariablen X1, ..., X, seien unabhangig und
normalverteilt mit den Parametern u;,o0; (1 <1 < n). Es gilt: Die
Zufallsvariable

/= a1 X1+ ...+ a, X,

ISt normalverteilt mit Erwartungswert y = a1 + ...+ appp und
Varianz 0% = a1‘71 + ... T a%a,,%

Beweis: W.ir beweisen zunachst den Fall n = 2 und a1 = a9 = 1.
Nach Satz 43 qgilt fiir Z := X1 + X9, dass

f2(z) = /OO (2 — ) - fxa(y) dy

1 /OO < 1 ((Z—y—u1)2 | (y—u2)2>>
— exp | — — 5 | 5 dy.
2T0102 J_ oo 2 07 09

=:v
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Wir setzen

poi= e
o’ = o]+ o}
v = (2—p)/o
vs = v — v

Damit ergibt sich

02 —
2 — 2 | 2 2 2
01 09 o] T 05
woraus Wwir
2 2 2 2 2
V9 —
01090
ermitteln.
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Damit folgt fur die gesuchte Dichte

1 v% /OO v%
z) = - eXx — ] - ex —— | duy.
fZ() 20 - 01 - 09 p( 2> DS p( 2 &

Wir substituieren noch

t:=wvyund dt = dy

0102

und erhalten

fZ(Z) — 27_‘_1.0_ - eXP ( (ZQ—O-QL) ) ./OO exp (—%) dt.

Mit Lemma 35 folgt, dass fz(z) = ¢(z; i, o) ist.
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Daraus erhalten wir die Behauptung fur n = 2, denn den Fall

/ = a1.X1 + a2 X9 fir beliebige Werte a1,ao € R kbnnen wir
leicht mit Hilfe von Satz 36 auf den soeben bewiesenen Fall
reduzieren. Durch Induktion kann die Aussage auf beliebige Werte

n € N verallgemeinert werden. qg. e. d.
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Momenterzeugende Funktionen fur kontinuierliche
Zufallsvariablen

Fir diskrete Zufallsvariablen X haben wir die momenterzeugende
Funktion

Mx(s) = E[e””]

eingefuhrt. Diese Definition kann man unmittelbar auf
kontinuierliche Zufallsvariablen libertragen. Die fir Mx(s)
gezeigten Eigenschaften bleiben dabei erhalten.
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Beispiel:  Fir eine auf |a, b| gleichverteilte Zufallsvariable U

gilt
b 1
My(t) = E[e!X] = / e g
4 b—a
- 1 b
B (th
| t(b—a) )
etb o eta
" tb—a)
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Fur eine standardnormalverteilte Zufallsvariable
N ~ N(0,1) gilt

! T e e
MN(t) — \/—27 € e dcf

p— €t2/2 . L /—i_oo 6_(t_€)2/2 d 5
V 27'(' — 00

2
2
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Daraus ergibt sich fiir Y ~ A (u, 0?) wegen
% ~ N<O7 1)

My (1)

LL
—
Q)

Y —p

7|

eﬁlL . {:Pg(tO)'

et“ : MN(tO')
ptht(to)?/2
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