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2.1.4 Rechnen mit kontinuierlichen Zufallsvariablen
Funktionen kontinuierlicher Zufallsvariablen

Sei Y := g(X) mit einer Funktion g : R — R.

Die Verteilung von Y erhalten wir durch

Fr(y) = Prly <] = Prlg(X) < 9] = [ fx(®at

Hierbei bezeichnet C' := {t € R | g(t) < y} alle reellen Zahlen
t € R, fiir welche die Bedingung ,,Y < y* zutrifft. Das Integral
Uber ' ist nur dann sinnvoll definiert, wenn C ein zuldssiges
Ereignis darstellt. Aus der Verteilung Fy kdnnen wir durch
Differenzieren die Dichte fy ermitteln.
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Beispiel:

Sei X gleichverteilt auf dem Intervall |0, 1|. Fir eine

Konstante A > 0 definieren wir die Zufallsvariable
Y :=—(1/))InX.

Pr[—(1/A)In X < y| = Pr[ln X > —A\y]
Pr[X > e Y]
= 1 — FX(G_Ay)

Fy (y)

1—e M firy >0,

0 sonst.
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Damit folgt mit fy(y) = Fy (y) sofort

e M fiir y > 0,

0 sonst.

fy(y) =

Eine Zufallsvariable mit einer solchen Dichte fy nennt
man exponentialverteilt.
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Beispiel: Sei X eine beliebige Zufallsvariable. Fir a,b € R
mit a > 0 definieren wir die Zufallsvariable Y := a - X +b.

Es gilt

= a .

Fy(y) =PrlaX +b < y] =Pr {X<y—b} _ (y—l)),

und somit

: dFy (y) _ dFx((y —b)/a) e <y _ b> | 1

fy(y) " » _ .
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Simulation von Zufallsvariablen

Unter der Simulation einer Zufallsvariablen X mit Dichte fx
versteht man die algorithmische Erzeugung von Zufallswerten,
deren Verteilung der Verteilung von X entspricht.

Dazu nehmen wir an, dass die zu simulierende Zufallsvariable X
eine stetige, im Bildbereich |0, 1| streng monoton wachsende
Verteilungsfunktion F'x besitzt. Weiter nehmen wir an, dass U
eine auf |0, 1| gleichverteilte Zufallsvariable ist, die wir simulieren
konnen.

Aus unserer Annahme uUber F'x folgt, dass es zu F'x eine
(eindeutige) inverse Funktion F)El gibt mit FX(Fgl(az)) = x fir
alle z €]0, 1].
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Sei nun

dann gilt

-
il
o<
VA
S
|

Pr[F(U) < ]
PriU < Fx(¢)]
Fy(Fx(t))
Fx(t).
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Beispiel: Im obigen Beispiel der Exponentialverteilung gilt
Fx(t) =1 — et und wir erhalten auf ]0, 1[ die
Umkehrfunktion F'y'(t) = —In(1 — t). Also gilt
> 1
X=F,(U)=—-In(1-0).

Statt X haben wir im Beispiel die Zufallsvariable — In U

betrachtet, die aber offensichtlich dieselbe Verteilung
besitzt.
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Kontinuierliche Zufallsvariablen als Grenzwerte diskreter
Zufallsvariablen

Sei X eine kontinuierliche Zufallsvariable. Wir kdnnen aus X
leicht eine diskrete Zufallsvariable konstruieren, indem wir fur ein

festes 0 > 0 definieren
Xs=nd < X € [nd,(n+ 1)) fur n € Z.
Fir X5 qgilt

PI’[X5 — n5] — FX((TL -+ 1)5) — FX(TL5) :
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1,0

0,8 -

0,6 -

04 -

0,2 -

0,0 L — = I I I I
-3,0 -2,0 -1,0 0,0 1,0 2,0 3,0

Fir o — 0 nahert sich die Verteilung von X5 der Verteilung von X
Immer mehr an.
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Erwartungswert und Varianz

Definition: Flr eine kontinuierliche Zufallsvariable X ist der
Erwartungswert definiert durch

L[ X] = /OOt°fX(t)dt,

oo

sofern das Integral [~ |t| - fx(¢)dt endlich ist.

Fur die Varianz gilt entsprechend

Var[X] = E[(X - E[X])]] = /OO (t — E[X])" - fx(t)dt,

wenn E[(X — E[X])?] existiert.
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Lemma 34: Sei X eine kontinuierliche Zufallsvariable, und sei

Y :=g(X).

Dann gilt

V)= [ g o,

©.@

Beweis: Wir zeigen die Behauptung nur fur den einfachen Fall,
dass g eine lineare Funktion ist, also Y :=a - X ++ b fur a,b € R
und a > 0.

Es gilt (siehe obiges Beispiel)

t[a-X—l—b]:/Oot-fy(t)dt:/mt-fx (t;b> édt.
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Durch die Substitution u := (t — b)/a mit du = (1/a)dt erhalten
Wir

Ela - X + b) :/m(au—l—b)fx(u)du.

®.@
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Beispiel: Fur Erwartungswert und Varianz der
Gleichverteilung ergibt sich

b 1 1 b
X = /t dit = /t dt
4 b—a b—a J,
1
— ).,
2(b — a)
B b2 — a? ~a b
- 2(b—a) 2
1 2 b2 + b 2
t[XQ] _ / t2 dt — ‘|‘ a—l—a)
b—a J, 3
— b)2
Var[X] = E[X?] —E[X]* = :(a 12)
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Laplace-Prinzip in kontinuierlichen
Wahrscheinlichkeitsraumen

Das folgende Beispiel zeigt, dass im kontinuierlichen Fall die
Bedeutung von ,,gleichwahrscheinlich™ nicht immer ganz klar sein
MUusSs.

Bertrand’sches Paradoxon

Wir betrachten einen Kreis mit einem eingeschriebenen
gleichseitigen Dreieck. Was ist die Wahrscheinlichkeit, mit der die
Lange einer zufallig gewahlten Sehne die Seitenlange dieses
Dreiecks iibersteigt (Ereignis A).
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Beobachtungen:

@ Die Seiten des Dreiecks haben Abstand g vom
Mittelpunkt M.

e Die Lage jeder Sehne ist (bis auf Rotation um M) durch
einen der folgenden Parameter festgelegt:

— Abstand d zum Kreismittelpunkt,
— Winkel © mit dem Kreismittelpunkt.

Wir nehmen fur jeden dieser Parameter Gleichverteilung an und
ermitteln Pr|A]l.

1. Sei d € |0, 7] gleichverteilt. A tritt ein, wenn d < 5, und es

folgt Pr|A| = %

2. Sei p € [0°,180°] gleichverteilt. Fiir A muss gelten

@ €]120°,180°], und es folgt somit Pr|[A]| = %
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2.2 Wichtige stetige Verteilungen

2.2.1 Gleichverteilung

fl@) =

0 fiur x < a,
F(x) = f(t)dt =4 7= fira <z <b,
1 fur x > b.
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2.2.2 Normalverteilung

Die Normalverteilung nimmt unter den stetigen Verteilungen eine
besonders prominente Position ein.

Definition: Eine Zufallsvariable X mit Wertebereich Wy = R
heiBt normalverteilt mit den Parametern 1 € R und o € R, wenn
sie die Dichte

besitzt.

In Zeichen schreiben wir X ~ N (u, 0?).
N(0,1) heiBt Standardnormalverteilung. Die zugehdrige Dichte
w(x;0,1) kirzen wir durch ¢(x) ab.
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Die Verteilungsfunktion zu N (u, 02) ISt

F(x) ! /aC exp( (£ = n) )dt:: d(x; pu, o).

. \V 2TOo | —00 202

Diese Funktion heiBt GauB'sche ®-Funktion (¢ ist nicht
geschlossen integrierbar).
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Lemma 35:

Beweis: Wir berechnen zunichst [2:

> 2 > 2
I? = / e “2dx / e ¥V /2dy
— OO — OO
o o 5 5
— / / e_(x+y)/2dacdy.
— OO — OO
Wir gehen nun zu Polarkoordinaten liber und setzen x := r cos ¢
und y := rsin ¢. Dann ist
Ooxr Oy .
ol COS Sin
o o || S0 SO og? gt sin?g) =
96 06 —rsing 71 Ccos @

$ ﬁ 11
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und wir erhalten

A= /%/ e " 2rdrdg = / [—e_TQ/Q]zodqb
_ /O ld¢ —
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