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Die folgende Abschatzung ist nach Pavnuty Lvovich Chebyshev
(1821—1894) benannt, der ebenfalls an der Staatl. Universitat in

St. Petersburg wirkte.

Satz 22: (Chebyshev-Ungleichung)| Sei X eine
Zufallsvariable, und sei t € R mit ¢ > 0. Dann qilt

Var| X|

Pr{|X — E[X]| > ¢
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Die folgende Abschatzung ist nach Pavnuty Lvovich Chebyshev
(1821—1894) benannt, der ebenfalls an der Staatl. Universitat in

St. Petersburg wirkte.

Satz 22: (Chebyshev-Ungleichung)| Sei X eine
Zufallsvariable, und sei t € R mit ¢ > 0. Dann qilt

Var| X|

Pr{|X — E[X]| > ¢

Aquivalent dazu:

Pr[|X — E[X]| > t\/ Var[X]] < 1/t*.

1) 24. Mai 2004 >4 < | 4| » | >




Beweis: W.ir stellen fest, dass

Pr[|X —E[X]| > t] = Pr[(X — E[X])* > ¢%].
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Beweis: W.ir stellen fest, dass

Pr[|X —E[X]| > t] = Pr[(X — E[X])* > ¢%].

Setze
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Beweis: W.ir stellen fest, dass

Pr[|X — E[X]| > t] = Pr[(X — E[X])* > t?].

Setze

Dann gilt E|Y] = Var|X|, und damit mit der Markov-Ungleichung:

Pr[| X —E[X]| >t] = Pr[Y >t < tg] — Va;[X] .

q. e.d.
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Beispiel: Wir werfen 1000-mal eine ideale Miunze und
ermitteln die Anzahl X der Wirfe, in denen , Kopf* fallt.
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Beispiel: Wir werfen 1000-mal eine ideale Miunze und
ermitteln die Anzahl X der Wirfe, in denen , Kopf* fallt.

X ist binomialverteilt mit X ~ Bin(1000,p = 1),also gilt

1 1
'L[X] — 572/ — 500 und V&T[X] — Zn — 250.
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Beispiel: Wir werfen 1000-mal eine ideale Miunze und
ermitteln die Anzahl X der Wirfe, in denen , Kopf* fallt.

X ist binomialverteilt mit X ~ Bin(1000,p = 1),also gilt

1 1
'L[X] — 572/ — 500 und V&I‘[X] — Zn — 250.

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass mehr als
HH0-mal ,, Kopf* fallt?
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Beispiel: Wir werfen 1000-mal eine ideale Miunze und
ermitteln die Anzahl X der Wirfe, in denen , Kopf* fallt.

X ist binomialverteilt mit X ~ Bin(1000,p = 1),also gilt

1 1
'L[X] — 572/ — 500 und V&T[X] — Zn — 250.

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass mehr als
HH0-mal ,, Kopf* fallt?

Chebyshev-Ungleichung:
200

Pr[X > 550] < Pr[|X —500] > 50] < == =0,1.
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Beispiel: Wir werfen 1000-mal eine ideale Miunze und
ermitteln die Anzahl X der Wirfe, in denen , Kopf* fallt.

X ist binomialverteilt mit X ~ Bin(1000,p = ) also gilt

1 1
‘L[X] — 577/ — 500 und V&I’[X] — Zn — 250.

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass mehr als
HH0-mal ,, Kopf" fallt?

Chebyshev-Ungleichung:

Pr[X > 550] < Pr[|X — 500] > 50] < =— =0,1.

~ 502

Setze nun n = 10000 und betrachte wieder eine maximal
10%-ige Abweichung vom Erwartungswert:

£ X] = 5000 und Var|X] = 2500
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Beispiel: Wir werfen 1000-mal eine ideale Miunze und
ermitteln die Anzahl X der Wirfe, in denen , Kopf* fallt.

X ist binomialverteilt mit X ~ Bin(1000,p = ) also gilt

1 1
‘L[X] — 577/ — 500 und V&I’[X] — Zn — 250.

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass mehr als
HH0-mal ,, Kopf" fallt?

Chebyshev-Ungleichung:

Pr[X > 550] < Pr[|X — 500] > 50] < =— =0,1.

- 502
Setze nun n = 10000 und betrachte wieder eine maximal
10%-ige Abweichung vom Erwartungswert:

01X 5000 und Var|[X| = 2500, und damit

2000
002

Pr[X > 5500

VA

Pr[|X — 5000| > 500] < — 0,01
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1.6.2 Gesetz der groBen Zahlen

Wir haben diskutiert, wie Wahrscheinlichkeiten als Grenzwerte von
relativen Haufigkeiten aufgefasst werden konnen.
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1.6.2 Gesetz der groBen Zahlen

Wir haben diskutiert, wie Wahrscheinlichkeiten als Grenzwerte von
relativen Haufigkeiten aufgefasst werden konnen.

Satz 23: (Gesetz der groBen Zahlen)| Gegeben sei eine
Zufallsvariable X . Ferner seien £,9 > 0 beliebig aber fest. Dann

gilt fiir alle n > Y2,
Sind X1, ..., X, unabhangige Zufallsvariablen mit derselben
Verteilung wie X und setzt man
X1+...+X
7 . 1 n)
n

SO gilt
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Beweis: Fir Z gilt

2] = — - (E[Xq] + ... + E[X,]) = % -n-BLX] =E[X],
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Beweis: Fir Z gilt

L Z| = % (E[X1] + ... + E[X,]) = % .n-E[X] = E[X],
V&I‘[Z] — %(Var[Xl]—l— : —|—Var[X,n]) = %nVar[X] _ Vafrr'L[X]
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Beweis: Fiur Z qilt

L Z] = % (E[X1]+ ...+ E[X,)]) = % -n - E[X] = E[X],
Var|Z| = %‘(V&I‘[Xl]—l—. ..+ Var| X, |) = %‘ﬂ'V&I‘[X] = Va];[X].

Mit der Chebyshev-Ungleichung erhalten wir

Pr(|Z ~E[X]| > 8] = Pr(|Z - E[Z]] > o) < VoA _ V]

nach Wahl von n. q. e.d.
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Wahrscheinlichkeit und relative Haufigkeit.

Sei X eine Indikatorvariable fiir ein Ereignis A, Pr|A| = p. Somit
ist X Bernoulli-verteilt mit E| X | = p.
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Wahrscheinlichkeit und relative Haufigkeit.

Sei X eine Indikatorvariable fiir ein Ereignis A, Pr|A| = p. Somit
ist X Bernoulli-verteilt mit E| X | = p.

7 = (X1 4 ...+ X,) gibt die relative Hiufigkeit an, mit der A
bei n Wiederholungen des Versuchs eintritt, denn

Anzahl der Versuche, bei denen A eingetreten ist

Anzahl aller Versuche
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Wahrscheinlichkeit und relative Haufigkeit.

Sei X eine Indikatorvariable fiir ein Ereignis A, Pr|A| = p. Somit
ist X Bernoulli-verteilt mit E| X | = p.

7 = (X1 4 ...+ X,) gibt die relative Hiufigkeit an, mit der A
bei n Wiederholungen des Versuchs eintritt, denn

Anzahl der Versuche, bei denen A eingetreten ist

Anzahl aller Versuche

Mit Hilfe des obigen Gesetzes der groBen Zahlen folgt
PI'HZ _p‘ Z 5] S g,

fur genugend grof3es n.
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Wahrscheinlichkeit und relative Haufigkeit.

Sei X eine Indikatorvariable fiir ein Ereignis A, Pr|A| = p. Somit
ist X Bernoulli-verteilt mit E| X | = p.

7 = (X1 4 ...+ X,) gibt die relative Hiufigkeit an, mit der A
bei n Wiederholungen des Versuchs eintritt, denn

Anzahl der Versuche, bei denen A eingetreten ist

Anzahl aller Versuche
Mit Hilfe des obigen Gesetzes der groBen Zahlen folgt
Pr[|Z — p| =2 4] <,
fur genugend grof3es n.

Also nahert sich die relative Haufigkeit von A bei hinreichend
vielen Wiederholungen des Experiments mit beliebiger Sicherheit
beliebig nahe an die ,,wahre" Wahrscheinlichkeit p an.
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Die obige Variante eines Gesetzes der groBen Zahlen geht auf
Jakob Bernoulli zuruck, der den Satz in seinem Werk ars
conjectandi zeigte.
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Die obige Variante eines Gesetzes der groBen Zahlen geht auf
Jakob Bernoulli zuruck, der den Satz in seinem Werk ars
conjectandi zeigte.

Es soll betont werden, dass das Gesetz der groBen Zahlen die
relative Abweichung \% > .. Xi —p

und nicht die
absolute Abweichung | . X; — np|

abschatzt!
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1.6.3 Chernoff-Schranken
Chernoff-Schranken fur Summen von 0—1—Zufallsvariablen

Die hier betrachtete Art von Schranken ist nach Herman Chernoff
(*1923) benannt. Sie finden in der komplexitatstheoretischen
Analyse von Algorithmen eine sehr haufige Verwendung.
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1.6.3 Chernoff-Schranken
Chernoff-Schranken fur Summen von 0—1—Zufallsvariablen

Die hier betrachtete Art von Schranken ist nach Herman Chernoff
(*1923) benannt. Sie finden in der komplexitatstheoretischen
Analyse von Algorithmen eine sehr haufige Verwendung.

Satz 24.:
Seien X1,...,.X, unabhdngige Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen
mit Pr|X; = 1] = p; und Pr[X; = 0] = 1 — p;. Dann gilt fir

X :=> " ,X;und p:=E[X]=> ", pi sowie jedes § > 0, dass

e’ g
PriX > (1+0)u] < ((1 n 5)1+5) '
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Beweis: Fiurt > 0 gilt

Pr[X > (1 4 8)u] = Prle!X > et1+0n]
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Beweis: Fiurt > 0 gilt

Pr[X > (1 4 8)u] = Prle!X > et1+0n]

Mit der Markov-Ungleichung folgt

2 [e!X]
Pr{X > (14 8)u] = Pr[e™ > &0 < ot
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Beweis: Fiurt > 0 gilt

Pr[X > (1 4 8)u] = Prle!X > et1+0n]

Mit der Markov-Ungleichung folgt

2 [e!X]
Pr{X > (14 8)u] = Pr[e™ > &0 < ot

Wegen der Unabhadngigkeit der Zufallsvariablen X1,..., X, qgilt

i[e!*] = E | exp 2”: tX; =3 H elti| = H Tlel ],
1=1 ' '
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Beweis: Fiurt > 0 gilt

Pr[X > (1 4 8)u] = Prle!X > et1+0n]

Mit der Markov-Ungleichung folgt

i [e]
Pr(X > (1+6)u] = Prle™ > /0] < —ear,

Wegen der Unabhadngigkeit der Zufallsvariablen X1,..., X, qgilt

i[e!*] = E | exp 2”: tX; =3 H elti| = H Tlel ],
1=1 ' '

Weiter ist fir ¢t € {1,...,n}:

i) = e"pi+ e (1 —pi) = e'pi+1—p;i =1+ pie — 1),
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und damit

[[i2: (1 + pi(e’ = 1))

PriX > (1+9d)p] < TR
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und damit

[[i2: (1 + pi(e’ = 1))

PriX > (1+9d)p] < TR
< [1i=; exp(pi(e’ — 1))
— et(1+0)p
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und damit

[[:i=:(1+ pi(e’ — 1))

PriX > (1+d)u] < o
< H?:1 eXp(pi(et — 1))
B et(1+d)p
_ eXp(Z?:1 pz’(et — 1)) B elef—1)p |
; et(1+0)u — ot(op f(t)-
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und damit

[[i2: (1 + pi(e’ = 1))

PriX > (1+9d)p] < TR
< H?:1 eXP(pi(et — 1))
— et(1+0)p
exp(C (et —1)) el e
et(1+9)p - et(1+0)u - f(t) .

Wir wéhlen nun t so, dass f(t) minimiert wird, namlich

t =1In(1+49).
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und damit

[[i2: (1 + pi(e’ = 1))

Pr[X > (1+ 6)]

VA

et(1‘|‘5)ﬂ
< [[i= exp(pi(e’ — 1))
— et(1+0)p
exp(U i pi(ef 1)) el
o et(1+9)p - et(1+0)u - f(t) .

Wir wéhlen nun t so, dass f(t) minimiert wird, namlich

t =1In(1+49).
Damit wird
4y — 6( —1)p B 65:“
f( ) 1—|—5),u (1 4 5)(1—!—5),u '
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Beispiel:  WIir betrachten wieder das Beispiel, dass wir eine
faire Munze n-mal werfen und abschatzen wollen, mit
welcher Wahrscheinlichkeit ,, Kopf"

3(1 +10%)

oder Ofter fallt.
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Beispiel:  Wir betrachten wieder das Beispiel, dass wir eine
faire Munze n-mal werfen und abschatzen wollen, mit
welcher Wahrscheinlichkeit |, Kopf*

3(1 +10%)

oder Ofter fallt.

n Chebyshev Chernoff
1000 0,1 0,0889
10000 0,01 0,308 - 10~ 10
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Beispiel:  Wir betrachten wieder das Beispiel, dass wir eine
faire Munze n-mal werfen und abschatzen wollen, mit
welcher Wahrscheinlichkeit |, Kopf*

3(1 +10%)

oder Ofter fallt.

n Chebyshev Chernoff
1000 0,1 0,0889
10000 0,01 0,308 - 10~ 10

Zn

L 0,1 n
n
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Satz 25: | Seien Xq,..., X, unabhangige Bernoulli-verteilte
Zufallsvariablen mit Pr|X; = 1] = p; und Pr|X; = 0] =1 — p;.
Dann gilt fur X :=> " X; und p:=E[X] = > " p;, sowie
jedes 0 < 0 < 1, dass
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Satz 25: | Seien Xq,..., X, unabhangige Bernoulli-verteilte
Zufallsvariablen mit Pr|X; = 1] = p; und Pr|X; = 0] =1 — p;.
Dann gilt fur X :=> " X; und p:=E[X] = > " p;, sowie
jedes 0 < 0 < 1, dass

e 0 8
Pr[X < (1-0)u] < ( = 5)15) .

Beweis: Analog zum Beweis von Satz 24. q. e.d.
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Satz 25: | Seien Xq,..., X, unabhangige Bernoulli-verteilte
Zufallsvariablen mit Pr|X; = 1] = p; und Pr|X; = 0] =1 — p;.
Dann gilt fur X :=> " . X; und p:=E[X] =", p;, sowie
jedes 0 < 0 < 1, dass

e 0 8
Pr[X < (1-0)u] < ( = 5)15) .

Beweis: Analog zum Beweis von Satz 24. q. e.d.

Bemerkung: Abschatzungen, wie sie in Satz 24 und Satz 25
angegeben sind, nennt man auch tail bounds, da sie Schranken fur
die tails, also die vom Erwartungswert weit entfernten Bereiche
angeben. Man spricht hierbei vom upper tail (vergleiche Satz 24)
und vom lower tail (vergleiche Satz 25).

Die Chernoff-Schranken hangen exponentiell von @ ab!
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