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Fur Pr|A|B] erforderliche Eigenschaften:
1. Pr|B|B| =1,
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Fur Pr|A|B] erforderliche Eigenschaften:
1. Pr|B|B] =1;
2. Pr[A|QQ] = Pr|A];
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Fur Pr|A|B] erforderliche Eigenschaften:
1. Pr|B|B| =1,
2. Pr[A|QQ] = Pr|A];
3. fiir festes B ist Pr|A|B] proportional zu Pr|A N BJ.
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Fur Pr|A|B] erforderliche Eigenschaften:
1. Pr|B|B| =1,
2. Pr[A|QQ] = Pr|A];
3. fiir festes B ist Pr|A|B] proportional zu Pr|A N BJ.

Definition: A und B seien Ereignisse mit Pr[B] > 0. Die
bedingte Wahrscheinlichkeit Pr|A|B| von A gegeben B ist
definiert als

Pr|A N B]

Pr[A|B] := orlE
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Die bedingten Wahrscheinlichkeiten Pr|-|B]| bilden fiir ein
beliebiges Ereignis B C 2 mit Pr[B] > 0 einen neuen
Wahrscheinlichkeitsraum tber (2.
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Die bedingten Wahrscheinlichkeiten Pr|-|B]| bilden fiir ein
beliebiges Ereignis B C ) mit Pr[B] > 0 einen neuen
Wahrscheinlichkeitsraum tber (2.

Es ist leicht nachzurechnen, dass dadurch die Definition eines
diskreten Wahrscheinlichkeitsraums erfullt ist:

Pr{w N B] Z Prlw|  Pr[B _1

Y Prlw/B] =) PrB]

wel) wel)

Pr|B|] Pr|B]

weRB
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Die bedingten Wahrscheinlichkeiten Pr|-|B]| bilden fiir ein
beliebiges Ereignis B C ) mit Pr[B] > 0 einen neuen
Wahrscheinlichkeitsraum tber (2.

Es ist leicht nachzurechnen, dass dadurch die Definition eines
diskreten Wahrscheinlichkeitsraums erfullt ist:

Pr{w N B] Z Prlw|  Pr[B _1

Y Prlw/B] =) PrB]

wel) wel)

Pr|B|] Pr|B]

weRB

Damit gelten alle Rechenregeln fur Wahrscheinlichkeiten auch fur
bedingte Wahrscheinlichkeiten. Beispielswelise:

Pr[0|B] = 0 sowie Pr[A|B] = 1 — Pr[A|B] .
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Beispiel: Reskalierung bei bedingten Wahrscheinlichkeiten

Betrachte folgenden gezinkten Wurfel:

T T T T B -

)< T i
0] T P i
)7 P i
0,3 Fovoeeenn R O |
)2 SR R N R o
0,1 oveereeeoen o] e i
0,0 1 1 | . 1 1

0 1 2 3 4 5 6 7
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Wir betrachten nun den durch B := {3,4,5} gegebenen
bedingten Wahrscheinlichkeitsraum:

0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1

0,0

| I I 017 | I I
Pr|x] Pr[z|B] ——
IR 0,6 1 ooeeeeeemm b
IR 0,5 b
PR 04 b
I R PR 03 b
IR IS FU R PR 02 b
EUURUURURU IS U R PR 05 A O A O A
L L | | I 0,0 L L | | I
0 1 2 4 5 6 0 1 2 4 5 6
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Was genau war die Bedingung?

Beispiel: Zweikinderproblem  Wir nehmen an, dass bei der
Geburt eines Kindes beide Geschlechter gleich
wahrscheinlich sind. Wir wissen, dass eine bestimmte
Familie zwel Kinder hat und eines davon ein Madchen ist.
Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass beide Kinder
der Familie Madchen sind?
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Was genau war die Bedingung?

Beispiel: Zweikinderproblem  Wir nehmen an, dass bei der
Geburt eines Kindes beide Geschlechter gleich
wahrscheinlich sind. Wir wissen, dass eine bestimmte
Familie zwel Kinder hat und eines davon ein Madchen ist.
Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass beide Kinder
der Familie Madchen sind?

Natiirlich %
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Was genau war die Bedingung?

Beispiel: Zweikinderproblem  Wir nehmen an, dass bei der
Geburt eines Kindes beide Geschlechter gleich
wahrscheinlich sind. Wir wissen, dass eine bestimmte
Familie zwel Kinder hat und eines davon ein Madchen ist.
Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass beide Kinder
der Familie Madchen sind?

Natiirlich %

Wirklich?
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Eigentlich gilt:
()= {mmvm.]?]ma]]}

und
M = {mm,mj, jm} .
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Eigentlich gilt:
Q= {mm,mj, jm, jj}
und

M = {mm,mj, jm} .

Wir bedingen auf M, und damit gilt fir A := {mm}:

C Prl[AnM] 1/4 1
~ Pr[M]  3/4 3

Pr[A|M]
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Haufig verwendet man die Definition der bedingten
Wahrscheinlichkeit in der Form

Pr|[AN B| = Pr|B|A| - Pr|A| = Pr|A|B]| - Pr|B] . (1.2.1)
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Haufig verwendet man die Definition der bedingten
Wahrscheinlichkeit in der Form

Pr|[AN B| = Pr|B|A| - Pr|A| = Pr|A|B]| - Pr|B] . (1.2.1)
Damit:
Satz 2: Multiplikationssatz| Seien die Ereignisse A1,..., A,

gegeben. Falls Pr[A1 N ... N A,] > 0 ist, gilt

PrlAiN...NA,| =
Pr[Al] : PI‘[A2|A1] : PF[A3|A1 M AQ] C PI‘[An|A1 M...N An—l]

Beweis: Zunachst halten wir fest, dass alle bedingten

Wahrscheinlichkeiten wohldefiniert sind, da
PT[A1] > PI[A1 M AQ] > .02 PI[A1 M ... An] > 0.

i 26. April 2004 >b4| < | <4 | » | 8




Die rechte Seite der Aussage im Satz konnen wir umschreiben zu

Pr[Al] Pr[A1 M AQ] Pr[A1 N Ao N Ag] PI[A1 M...0MN An]

1 Pr|A;] Pr|A; N Asg] T Pr[AiN...N Ap—1] |

Offensichtlich kiirzen sich alle Terme bis auf Pr|A; N ... N A,].
q. e.d.

i 26. April 2004 >b4| < | <4 | » | 9




Beispiel: Geburtstagsproblem  Wie groB3 ist die
Wahrscheinlichkeit, dass in einer m-kopfigen Gruppe zwei
Personen am selben Tag Geburtstag haben?
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Beispiel: Geburtstagsproblem  Wie groB3 ist die
Wahrscheinlichkeit, dass in einer m-kopfigen Gruppe zwei
Personen am selben Tag Geburtstag haben?

Umformulierung:

Man werfe m Balle zufallig und gleich wahrscheinlich in
n Korbe. Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass nach
dem Experiment jeder Ball allein in seinem Korb liegt?
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Beispiel: Geburtstagsproblem  Wie groB3 ist die
Wahrscheinlichkeit, dass in einer m-kopfigen Gruppe zwei
Personen am selben Tag Geburtstag haben?

Umformulierung:

Man werfe m Balle zufallig und gleich wahrscheinlich in
n Korbe. Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass nach
dem Experiment jeder Ball allein in seinem Korb liegt?

Fir das Geburtstagsproblem: n = 365
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Offensichtlich muss m < n sein, damit Uberhaupt jeder
Ball allein in einem Korb liegen kann.
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Offensichtlich muss m < n sein, damit Uberhaupt jeder
Ball allein in einem Korb liegen kann.

Wir nehmen an, dass die Balle nacheinander geworfen
werden. A; bezeichne das Ereignis ,,Ball ¢ landet in einem
noch leeren Korb*. Das gesuchte Ereignis ,, Alle Balle
liegen allein in einem Korb* bezeichnen wir mit A. Nach
Satz 2 kénnen wir Pr|A] berechnen durch

Pr[A] = Pr [N, A;
— Pr[A1] : Pr[A2|A1] T Pr[Am| ﬂ?i_ll Az]
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Offensichtlich muss m < n sein, damit Uberhaupt jeder
Ball allein in einem Korb liegen kann.

Wir nehmen an, dass die Balle nacheinander geworfen
werden. A; bezeichne das Ereignis ,,Ball ¢ landet in einem
noch leeren Korb*. Das gesuchte Ereignis ,, Alle Balle
liegen allein in einem Korb* bezeichnen wir mit A. Nach
Satz 2 kénnen wir Pr|A] berechnen durch

Pr[A] = Pr [N, A;
— Pr[A1] : Pr[A2|A1] T Pr[Am| ﬂ?i_ll Az]

Unter der Bedingung, dass die ersten 3 — 1 Balle jeweils
in einer leeren Urne gelandet sind, bedeutet A;, dass der
j-te Ball in eine der n — (7 — 1) leeren Urnen fallen muss,
die aus Symmetriegrunden jeweils mit derselben
Wahrscheinlichkeit gewahlt werden.
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Daraus folgt

n-(G-1) _

Pr[A;| Y A =

=1 ~ 7
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Daraus folgt

n—G-1) _,
n T

—1 jg—1
Pr[Aj| ﬂgzl Az] — .
Mit der Abschatzung 1 — x < e~ % und wegen Pr[A;] =1
erhalten wir
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Verlauf von f(m) fir n = 365
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