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Beispiel
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a0:2

an =2 -ap_-1 +2"

fir allen >1
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Beispiel

a0:2

an =2 ap_1+2" furallen>1
lineare inhomogene Rekursionsgleichung 1. Ordnung

an =2 ap_1+2"

Ap_1 =2 Qp_o+ on—1 | . (—2)

n—2 apn1=2 ap1—4-a,-9+2"—2.2""1

=0=a,—4-ap1+4-a, 2

lineare homogene Rekursionsgleichung 2. Ordnung
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Beispiel (Fortsetzung)
Zu dieser linearen Rekursionsgleichung

ap—4-ap-1+4-a,_0=0
gehort das folgende charakteristische Polynom:

(x—2%=2>-4-24+4=0
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Beispiel (Fortsetzung)
Zu dieser linearen Rekursionsgleichung

an—4-apn_1+4-ap,_2=0
gehort das folgende charakteristische Polynom:
(x—22=2>-4.-2+4=0
Spéater wird gezeigt, dass die a,, hier von der Form
(c1-n+cg)-2" c1,e0 € C

sind.
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Beispiel (Fortsetzung)
Zu dieser linearen Rekursionsgleichung

an—4-apn_1+4-ap,_2=0
gehort das folgende charakteristische Polynom:
(x—22=2>-4.-2+4=0
Spéater wird gezeigt, dass die a,, hier von der Form
(c1-n+cg)-2" c1,e0 € C

sind. Aus den Anfangsbedingungen (ag = 2,a; = 6) ergibt sich
c1 =1 und cog = 2. Damit gilt

an = (n+2)-2" Yn >0
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Beispiel (Fortsetzung)

Man zeigt auch allgemein, dass

n

an = (c1-n+cy)-2" folgende Bedingung erfiillt:
an —4ap_1+4a,_9=0

(c1,c2 € C).
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Beispiel

Sei (ag,a1,a2) = (0,1,2) und

Gp = Qp—1 — Gp—2 + Gn-3
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Vn >3
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Beispiel
Sei (ag,a1,a2) = (0,1,2) und

Gp = Qp—1 — Gp—2 + Gn-3

Vn >3
(also (a;)iz0 = (0,1,2,1,0,1,2,1,...))
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Beispiel
Sei (ag,a1,a2) = (0,1,2) und

Gp = ap—1 — Gp—2 + Q-3 Vn >3

(also (ai)i>0o = (0,1,2,1,0,1,2,1, .. )) Das zugehorige
charakteristische Polynom ist
P-4t -1=0=(z—-1)(2*+1)
=(z—-1)(z+1i)(x—1i).

Ernst W. Mayr: - \
m Diskrete Strukturen |



Beispiel
Sei (ag,a1,a2) = (0,1,2) und

Gp = ap—1 — Gp—2 + Q-3 Vn >3

(also (a;)iz0 = (0,1,2,1,0,1,2,1,...)). Das zugehérige
charakteristische Polynom ist

-2t —-1=0=(z—1)(2*>+1)
=(z—-1)(z+1i)(x—1i).

Setze nun ap, =c¢; - 1" + ¢y - i" 4¢3 - (—i)™.
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Beispiel
Sei (ag,a1,a2) = (0,1,2) und

Gp = Gp—1 — Qp—2 + Gp—3 Vn >3

(also (a;)i>0 = (0,1,2,1,0,1,2,1,...)). Das zugehérige
charakteristische Polynom ist

-2t —-1=0=(z—1)(2*>+1)
=(z—1)(x+1i)(x —1).

Setze nun a, =c¢; - 1" + ¢y - i" 4 ¢3 - (—i)"™. Durch Einsetzen der
Anfangsbedingungen erhdlt man dann ¢; =1 und cg = c3 = —%,
also

"+ (=)").

1
an:1—§

Ernst W. Mayr: - \
m Diskrete Strukturen |



Satz

Sei (Qb q2, .
weiter

,qq) eine gegebene Folge, q; € C,d > 1,q4 # 0. Sei

q(z) =1 +qz+ @+ +qe?
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Satz
Sei (q1,q2,---,qq) eine gegebene Folge, ¢; € C,d > 1,q4 # 0. Sei
weiter

q(z) =1+ qz+ @z" + ...+ quz"

Das reflektierte Polynom dazu ist
1
g (z) 1= 2189 . g (;) =2+ g2 4

Bemerkung: ¢q"(z) ist das charakteristische Polynom).
( g y
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Satz
Sei (q1,q2,---,qq) eine gegebene Folge, ¢; € C,d > 1,q5 # 0. Sei
weiter

q(2) =14+ qz+ @22+ ...+ qq2°

Das reflektierte Polynom dazu ist
1
q"(z) = 2180 . g <z> =2+ gt

(Bemerkung: q'(z) ist das charakteristische Polynom). Seien
{cit1<i<k die verschiedenen Nullstellen von q®, sei d; die
Vielfachheit von «;. Damit ist
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Satz (Fortsetzung)
Gelten diese Bedingungen, so sind fiir eine Folge (fn)n>0, mit

F(z):= Z fn2"

n>0

der zugehorigen Erzeugendenfunktion, die folgenden Aussagen
aquivalent:
1. Lineare Rekursion: (d ist die Ordnung der Rekursion)

(Vn € N) [fn+d+q1 : fn+d71 +q2- fn+d72 +...+4qq- fn = 0}
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Satz (Fortsetzung)
Gelten diese Bedingungen, so sind fiir eine Folge (fn)n>0, mit

F(z):= Z fn2"

n>0

der zugehorigen Erzeugendenfunktion, die folgenden Aussagen
aquivalent:
1. Lineare Rekursion: (d ist die Ordnung der Rekursion)

(¥n € N) [fner +q1 fata—1+t @ foga—2t...Fqfa= 0}

2. Erzeugende Funktion:

fiir ein Polynom p(z) vom Grad < d.
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Satz  (Fortsetzung)

3. Partialbruchzerlegung: Es gibt Polynome g;, deg(g;) < d;
firi=1,...,k, so dass

Mw

1—a
i=1 i%
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Satz (Fortsetzung)

3. Partialbruchzerlegung: Es gibt Polynome g;, deg(g;) < d;
firi=1,...,k, so dass

4. Explizite Darstellung: Es gibt Polynome p;, deg(p;) < d;,
so dass

(vn = 0) | fo = > pi) o]
=1

. -
m Ernst W. Mayr: l - \
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Beweis
Betrachte die komplexen Vektorraume

Vie = {(fa)n>0 : (fa)n>o erfiillt Eigenschaft k}

mit k € {1,2,3,4}. Es gilt:
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Beweis
Betrachte die komplexen Vektorraume

Vie = {(fa)n>0 : (fa)n>o erfiillt Eigenschaft k}
mit k € {1,2,3,4}. Es gilt:

dim(V1) =d
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Beweis
Betrachte die komplexen Vektorraume

Vie = {(fa)n>0 : (fa)n>o erfiillt Eigenschaft k}
mit k € {1,2,3,4}. Es gilt:

\%1
dim(V52) = d (p hat d frei wahlbare Koeffizienten)
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Beweis
Betrachte die komplexen Vektorraume

Vie = {(fa)n>0 : (fa)n>o erfiillt Eigenschaft k}
mit k € {1,2,3,4}. Es gilt:

Vi
Va

dim(V3) = Zd = d (g; hat d; frei wahlbare Koeffizienten)
=1
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Beweis
Betrachte die komplexen Vektorraume

Vie = {(fa)n>0 : (fa)n>o erfiillt Eigenschaft k}

mit k € {1,2,3,4}. Es gilt:

Vi
Va
Vs
k
dim(Vy) = Zdi = d (p; hat d; frei wahlbare Koeffizienten)
i=1
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Beweis
Betrachte die komplexen Vektorraume

Vi = {(fn)nZO : (fn)n>o erfiillt Eigenschaft k}
mit k € {1,2,3,4}. Es gilt:

dim(Vy) =d
dim(V2) =d (p hat d frei wahlbare Koeffizienten)

dim(V3) = Zd = d (g; hat d; frei wahlbare Koeffizienten)

=1
k

dim(Vy) = Zd = d (p; hat d; frei wahlbare Koeffizienten)
i=1
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Beweis
Betrachte die komplexen Vektorraume

Vi = {(fn)nZO : (fn)n>o erfiillt Eigenschaft k}
mit k € {1,2,3,4}. Es gilt:

dim(Vy) =d
dim(V2) =d (p hat d frei wahlbare Koeffizienten)

dim(V3) = Zd = d (g; hat d; frei wahlbare Koeffizienten)
=1
k

dim(Vy) = Zd = d (p; hat d; frei wahlbare Koeffizienten)
i=1

Um zu zeigen V; =V}, geniigt es daher, V; C V; zu zeigen.
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Q Vi =Va: Sei (fn)n>0 € Va. Wir wissen, dass

Fz) =Y o 2n = 2

n>0

q(z)
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Q@ Vi = Va: Sei (fn)n>0 € Va. Wir wissen, dass

F(z):anz":M

= q(z)
Es ist

Fz)=(1+qz+ @+ +2h) Y for" = p(2)
n>0

mit deg(p) < d — 1, also [z4T"]|p(2) = 0 fiir alle n > 0.
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Q@ Vi =Va: Sei (fn)n>0 € Va. Wir wissen, dass

F(z):anz":M

= q(z)
Es ist

Fz)=(1+qz+ @+ +2h) Y for" = p(2)
n>0

mit deg(p) < d — 1, also [z%+"]p(2) = O fiir alle n > 0. Betrachte
firm >0

2T F(2) = fora + favd1@i + o+ Faga =0
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Q Vi = Va: Sei (fn)n>0 € Va. Wir wissen, dass

F(z):an-z”:M.

= q(2)
Es ist

F(z)=(1+qz+q+...+qz")- anz" = p(z)
n>0

mit deg(p) < d — 1, also [z%+"]p(2) = O fiir alle n > 0. Betrachte
firm >0

[zd-i-n]p(z) = fn+d + fn+d71QI +...+ and =0.

Damit gilt, dass
also Vo C V4, und damit V; = V5.
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Q@ V5 = Vs Sei (f")n>0 € V3, also
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Q V5 = Vs Sei (f")n>0 € V3, also

i=1
Zu zeigen ist, dass
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@ Vo = Vs Sei (fn)n>0 € V3, also

Zu zeigen ist, dass

F(Z) — p(Z)
q(2)
Betrachte hierzu i
H(l — aiz)di
i=1
Wir wissen, dass
k
¢"(z) = [J(z — ai)*
i=1
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Weiter gilt, dass

also
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Weiter gilt, dass

1
¢"(2) = 2" q(=
z
also
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Weiter gilt, dass

1
¢"(2) = 2" q(=
z
also
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Weiter gilt, dass

1
¢"(2) = 2" q(=
z
also

R k f
— (qR(z)> = (H(Z—ai)di)
k
= 20 H(% — )
. =1
= H(l — aiz)d’
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Daraus erhalt man (durch Bilden des Hauptnenners)

k k
Z gi(z) - H (1-— aiz)di
i=1 j=1
F(z) = i#i _pz)
T - o) "
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Daraus erhélt man (durch Bilden des Hauptnenners)

k k
Z gi(z) - H (1— a;z)?
i=1 j=1
i p(z)
F(z)= =
) : )
[T = iz)?
i=1
Es ist damit
deg < d; + Z d; =d,
J#Z

also V3 C V5 und damit V5 = V3.
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Q V3=V, Sei

Zu zeigen ist, dass
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Q V3=V, Sei
(f) nzo € Va-
Zu zeigen ist, dass
(fa) s € V-
Es gilt, dass
k

F(z)= Z (QA deg(gi(2)) < d; .

P 1—a;z)d

Aus Satz 20 wissen wir, dass

(1—1x>czz<c+2_1>'m”'

n>0

Damit gilt, dass

= (M e

n>0

=S (V) e

n>0
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@ Mit

9i(2) = g0 + ginz + -+ giag, 12" Zgzgzj
gilt:

9i(2)
(1 —ayz

di+n—j—1
> Yo

i > . Olin_’] . Zn
n [R—
Jj=0 J
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Also gilt auch, dass

k
:Z 1—al

i=1

P ndi—ji-1\ .| ..
Z ;GG d -1 QY Tz

n>0 | i=1 j=0

pi(n)
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Also gilt auch, dass

k
PKZ)::E: ],—(yz

=1

k d;—1 .
Y YT w ,,.(HdiJl).a,n L
? g’L,] d_l 3

n>0 | i=1 j=0

pi(n)
Betrachte nun

k

fn=["F(2) = sz(n) coy™t .

i=1

Es gilt, dass
deg(pi(n)) < d; — 1,
und damit ist auch (f,) ., € Va4, also V3 = Vj.
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Anwendung Sei eine homogene Rekursion gegeben, z. B.

Fn+2:Fn+1+Fn

Fy=0F =1
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Anwendung Sei eine homogene Rekursion gegeben, z. B.

Fn+2:Fn+1+Fn FOZO,F1:1

@ Driicke die Rekursion in einer einzigen Formel aus, inklusive
der Anfangsbedingungen. Wie immer ist F,, = 0 fiir n < 0.
F,=F, 1+ F,_o gilt auch fiir n = 0, aber fiirn =1 ist
Fy =1, die rechte Seite jedoch 0.
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Anwendung Sei eine homogene Rekursion gegeben, z. B.

Fn+2:Fn+1+Fn FOZO,F1:1

@ Driicke die Rekursion in einer einzigen Formel aus, inklusive
der Anfangsbedingungen. Wie immer ist F,, = 0 fiir n < 0.
F,=F, 1+ F,_o gilt auch fiir n = 0, aber fiirn =1 ist
Fy =1, die rechte Seite jedoch 0. Also ist die vollstandige
Rekursion

Fn = rp-1+ Fn—2 +5n,17

5n?m_{1 n=m

0 sonst

mit
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© Interpretiere die Gleichung aus 1. mit Hilfe von erzeugenden
Funktionen. Wir wissen schon, dass Indexerniedrigung einer
Multiplikation mit einer Potenz von z entspricht. Also erhalten wir:

= Z Fn_lz” + Z Fn—QZn + Z (5n,lzn

=2 - F(2)+ 22 F(2)+ 2
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O Interpretiere die Gleichung aus 1. mit Hilfe von erzeugenden
Funktionen. Wir wissen schon, dass Indexerniedrigung einer
Multiplikation mit einer Potenz von z entspricht. Also erhalten wir:

F(z) =Y Fp2"
= Z Fn,lz” + Z Fn72zn + Z 5n,12n

=2-F(2)+ 2% F(2)+ 2

@ Lose die Gleichung in F'(z). Das ist leicht:

z
F = —
(2) 1—2z—22

Ernst W. Mayr: - \
m Diskrete Strukturen |



@ Driicke die rechte Seite als formale Reihe aus und ermittle daraus
die Koeffizienten. Dies ist der schwierigste Schritt. Zunichst
schreiben wir 1 — z — 22 in der Form
1—2z—2%2=(1-az)(1— Bz) und ermitteln dann durch
Partialbruchzerlegung die Konstanten a und b, so dass gilt:

1 _a b
(1—az)(1—ﬂz)_1—az+1—ﬂz'
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© Driicke die rechte Seite als formale Reihe aus und ermittle daraus
die Koeffizienten. Dies ist der schwierigste Schritt. Zunichst
schreiben wir 1 — z — 22 in der Form
1—2z—2%2=(1-az)(1— Bz) und ermitteln dann durch
Partialbruchzerlegung die Konstanten a und b, so dass gilt:

1 _a b
(1—az)(1—ﬂz)_1—az+1—ﬂz'

Es ergibt sich z.B.
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Es gilt:

1—52)
( Zanzn_'_bZﬂn n
n>0
> (a

n>0
n 1+bﬁ”_1)z
n>1
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Es gilt:

(1—a2 1—ﬁz>

Zanzn_‘_bzlgn n

n>0 n>0

ot~ 1—|—bﬂn 1)

und somit
F, =aa" 4+ pp"!
(G C )
V5 2 2 ’
nachdem man die Konstanten a und b etwa aus den Gleichungen
fir Fy und I} bestimmt hat.

Ernst W. Mayr: - \
m Diskrete Strukturen |




Bei der Analyse von Divide-and-Conquer-Verfahren st68t man oft
auf Rekursionen, die sich nicht als lineare Rekursionen formulieren
lassen. So fiihrt der Mergesort-Algorithmus in der
Standardvariante zu der Rekursionsgleichung

Cn=Clp2) +Cppo +n  firallen>1 und C7 =0.
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Bei der Analyse von Divide-and-Conquer-Verfahren st68t man oft
auf Rekursionen, die sich nicht als lineare Rekursionen formulieren
lassen. So fiihrt der Mergesort-Algorithmus in der
Standardvariante zu der Rekursionsgleichung

Cn=Clp2) +Cppo +n  firallen>1 und C7 =0.

Lést man allgemein ein Problem der GréBe n dadurch, dass man es
in a Teilprobleme der GréBe héchstens n/b aufteilt, so erhilt man
fiir die Laufzeit T'(n) eine Rekursion der Form

T(n) =a-T(n/b)+ f(n),

wobei f(n) die Laufzeit fiir die Aufteilung in Teilprobleme und fiir
das Zusammenfiigen der Lésungen der Teilprobleme ist.
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