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Summation und Differenzenoperator

Satz
Aus (4) folgt:

A (f) (@) = (Z(—n“(
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Summation und Differenzenoperator

Satz
Aus (4) folgt:
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Summation und Differenzenoperator

Satz
Aus (4) folgt:

Beweis.
Klar.
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Summation und Differenzenoperator

Satz
Aus (4) folgt:

n ) = - _1\n—k n k T
a0 = (2 (k)E>(f)()

k=
Beweis.
Klar. O
Beispiel
A2 = i( )2k (2)k3 —0-2+8=6
=0 k
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Fallende Fakultat
Definition

Sei n € N. Dann gilt:

2 1

xn—i—l =

r—n
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Fallende Fakultat
Definition

Sei n € N. Dann gilt:

T

- 1
L T oy
Damit fiir n = —1 “formal”:

1
vt =

z+1
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m

Fallende Fakultat
Definition

Sei n € N. Dann gilt:

n

t 1
L T oy
Damit fiir n = —1 “formal”:
1
o=l =

z+1
Und fiir n ersetzt durch —n:

—n+1
_n T—

r+n
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Fallende Fakultat
Definition

Sei n € N. Dann gilt:

2 - 1
L T oy
Damit fiir n = —1 “formal”:
1 1
z+1
Und fiir n ersetzt durch —n:
B x—n+1
T r+n
_n 1

(z+D(xz+2) - (x+n)
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Fallende Fakultat
Definition
Sei n € N. Dann gilt:

2 1

xﬂ r—n

1

(z+D(xz+2) - (x+n)

Damit fiir n = —1 “formal”:
1 1
z+1
Und fiir n ersetzt durch —n:
B x—n+1
T r+n
-_n .

1
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Lemma

Fiir alle n € Z gilt:
o
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Lemma

Fiir alle n € Z gilt:
o
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Az

n—n.

X

n—1




Beweis

(gezeigt wird nur 1.)
Q n>0:

Az = (z+1)% — 2™
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Beweis

(gezeigt wird nur 1.)
Q n>0:

Az™ = (x + 1) — 2

=(z41)- 2= —(z—n+1) 221
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Beweis

(gezeigt wird nur 1.)
Q n>0:

Az = (z+ 1) —

=(z41)- 2= —(z—n+1) 221
=n.gn=L
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Beweis

(gezeigt wird nur 1.)
Q n>0:

Az = (z+ 1) —

=(z41)- 2= —(z—n+1) 221
=n.gn=L
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Q@ n<0. Setze m := —n

Agp=m

(x +1)=2 — =™




Q@ n<0. Setze m := —n
Ax=™ (x41)=2 — =™
B 1 ~ 1
(z+2)(z+3)- - (x4+m+1) (z+1)---(x+m)
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Q n<0. Setze m := —n
Ax=™m (x41)=2 — =™
B 1 1
(z+2)(z+3)--(x+m+1) (z+1)---(x+m)
(x+1)—(x+m+1)
x+1)---(z+m+1)
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Q@ n <0. Setze m := —n
Ag=m (z+1)=m — g=m
B 1 1
(z+2)(z+3)--(x+m+1) (z+1)---(x+m)
(x+1)—(x+m+1)
x+1)---(z+m+1)

-m - x—m—l

g.e.d.
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Diskrete Stammfunktion

Definition
Sei f so, daB Af = g. Dann heiBt f eine diskrete Stammfunktion
von g. Schreibweise: f =" g.
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Diskrete Stammfunktion

Definition
Sei f so, daB Af = g. Dann heiBt f eine diskrete Stammfunktion
von g. Schreibweise: f =5 g.

Satz
Sei f eine diskrete Stammfunktion von g. Dann gilt:

Zg fb+1) = f(a)
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Diskrete Stammfunktion

Definition
Sei f so, daB Af = g. Dann heiBt f eine diskrete Stammfunktion
von g. Schreibweise: f =5 g.

Satz
Sei f eine diskrete Stammfunktion von g. Dann gilt:

Zg fb+1) = f(a)

Beweis.
Wegen Af =g gilt g(i) = f(i +1) — f(i), also

b b
D900 =D _(fi+1) = £0) = f(b+1) - f(a)

1=a
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Beispiel

fir n # —1.
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mn—}-l

n—+1

A

LE



m

Beispiel
Sei
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Beispiel
Sei

Dann ist
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Beispiel

Sei
flz) =) o=t
Dann ist 1
fla+1) = o) =o7t = —
f(w)zl—i-f(:c—l): =l+ﬁ+...+%+f(0)
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Beispiel

Sei
f(:c)::Z:c;l
Dann ist 1
flet+1) = flo)=a= = —
f(w):%Jrf(x—l):...:i+ﬁ+...+%+]’(0)

Wir setzen 0. B.d. A. f(0) =0, damit
f(z) = Hy

(harmonische Reihe).
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Beispiel

Esist Aa® =a*T! —a® = (a—1)-a"

a® o
A—(a—l) =a
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Beispiel

Esist Aa® =a*T! —a® = (a—1)-a"

bzw.
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Beispiel .

Was ist > k?7?
k=0
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A

LE



m

Beispiel .

Was ist > k?? Es gilt:
k=0
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X

2

wg —+ x=.

1




m
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Beispiel .

Was ist > k?? Es gilt:

x2 xg + xl.
k=0
Also:
Si= (Tt o) [
=0 =0
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Beispiel .

Was ist > k?? Esgilt: ;2 = ;2 4 o1
k=0
Also:

n

2 ()

n+1

=0
+1

B x§+x2 "

3
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Beispiel

n
Was ist > k?? Esgilt: ;2 = ;2 4 o1
k=0
Also:

> (Zaj —}-Z ) n+1
x§ :cg n+1
g
:(n-l-l)-n-(n—l) (n+1)
3 2
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Beispiel .

Was ist > k?? Esgilt: ;2 = ;2 4 o1
k=0
Also:

Z = (X[,

n+1

n+1
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Beispiel
Es ist
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m
" = E Sm,k'xﬁ,
k=0




Beispiel
Es ist

m

" = ZSm,k'xE,
k=0

wie wir in 5.4 gesehen haben.
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Also:
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Also:

k=0

(32)

=0

m n+1
DD S at
k=0
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Also:

~(SEse )

=0

n+1

x=0
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Also:

-(Z)
— <Zism,k -zt v
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Also:
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Also:

Es ergibt sich ein Polynom in n. vom Grad m + 1.
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Lemma (Partielle Summation)
Es gilt:

S(f-Ag)=f-9- ((Eg) Af).
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Lemma (Partielle Summation)
Es gilt:
Y (f-Ag)=Ff-g-> ((Eg)-Af).

Beweis.

A(f-g)(x)=(f-g)z+1)—(f g9)(z)
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Lemma (Partielle Summation)
Es gilt:

S(f-Ag)=f-9- ((Eg) Af).

Beweis.

A(f-g)x) = (f-g)z+1) = (f-9)(=)
=fle+1)-gz+1) - fz)-g(x)

Ernst W. Mayr: .
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Lemma (Partielle Summation)

Es gilt:

Y (F-Ag) =F-g-> ((Eg)-Af).
Beweis.
A(f-g)(@)=(f-g)(z+1)—(f 9)(z)

=fl@+1) gz +1)— f(z) g(x)
=flz+1)-g(z+1)—f(z) g(z+1)+ f(z) - gz + 1)
=0
— f(z) - g()
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Lemma (Partielle Summation)

Es gilt:

Y (F-Ag) =F-g-> ((Eg)-Af).
Beweis.
A(f-g)(@)=(f-g)(z+1)—(f 9)(z)

=fl@+1) gz +1)— f(z) g(x)
=flz+1)-g(z+1)—f(z) g(z+1)+ f(z) - gz + 1)
=0
— f(z) - g()
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Lemma (Partielle Summation)

Es gilt:

Y (f-Ag)=Ff-g-> ((Eg)-Af).
Beweis.
A(f-g)(x) = (f-9)x+1)—(f9)(z)

=flz+1)-g(z+1) - f(z) g(z)
=fl@+1)-g(z+1) - f(z) gz + 1)+ f(z) g(z + 1)
=0
f(z) - g(x)
f
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Beispiel
Berechne

fir m > 0.
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Beispiel
Berechne

k
() 2
m
k=1
fir m > 0. Es gilt:

A(mj 1) - (:zi) B (mil)
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Beispiel
Berechne

fir m > 0. Es gilt:

A(mi 1) - (2111) B (mil)
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Beispiel
Berechne

-0
- (mil) i (:1) ) (mil) - (:1) |

Partielle Summation mit f(z) = H,, Ag = (?) ergibt:
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3

£
Il
-
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n+1
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Q>



b)) - (62 )L
()L - E )

r=1

n+1
=
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= (n) )|

) T

). (=05 )
)

)

n+1

=1

L)

n+1 n+1
B 1 T
. m—+ 1 m—+ 1

r=1

Il
/N N N T N
=
3
A/S—\A
_i_&
—_
N~~~ ~— " ~—__—

=
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n k n+1
x
=1 <m> e Z (m) e ‘1‘:1
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n+1

(=) )
()

n+1 n+1
B 1 T
. m—+ 1 m—+ 1

=1

r=1

=

n+1 1
~Hpiq1 — -H
+ (m—l—l) !

B 1 n+1
m+1\m+1

)l




m

Ernst W. Mayr:
Diskrete Strukturen |

(o

m—|—1<m+1

n+1 1

n+1
) . Hz ‘
=1

n+1

(=) )
()

n+1 n+1
1 z
. m—+ 1 m—+ 1

=1

r=1

=

1
(1)

) l)




Lemma (Newton-Darstellung von Polynomen)
Sei f(x) ein Polynom vom Grad n. Dann gilt:

n Ak
fay =y 20

n
k
wo "
k=0

_ kZ_OAkf(O) (‘”) .

k
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Beweis.

f(z) kann eindeutig in der Form

f(z) = Z by, - &
k=0

geschrieben werden (2% ist Basis!).
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Beweis.
f(z) kann eindeutig in der Form

f(z) = Z by, - &
k=0
geschrieben werden (£ ist Basis!). Damit ist nach Lemma 4 (1)

A'f(x) :Zbk-ki-xﬁ.
k=0

Ernst W. Mayr: LEA
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Beweis.
f(z) kann eindeutig in der Form

f(z) = Z by, - &
k=0
geschrieben werden (£ ist Basis!). Damit ist nach Lemma 4 (1)
AN'f(z) = bkt ab=t
k=0
Also gilt, dass

A*f(0)

Af(0) =b; -4l bzw. b= =7
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Beispiel
Es ist
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A

LE



Beispiel
Es ist

n
= Z S,
Also gilt auch
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Beispiel
Es ist

n
=D Suk-at
Also gilt auch

k
1 k—i k n
Sn,k—gzz:%(_l) : (Z) 7
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