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Anzahl von Abbildungen (Forts.)

Die Gesamtzahl der Abbildungen N — R ist

r’t = Z # der surjektiven Abbildungen N — A
ACR

m Ernst W. Mayr:

Diskrete Strukturen |




Anzahl von Abbildungen (Forts.)
Die Gesamtzahl der Abbildungen N — R ist

= 7" =) # der surjektiven Abbildungen N — A
ACR

T
= > ) # der surjektiven Abbildungen N — A

k=0 ACR
|Al=Fk

Ernst W. Mayr:
m Diskrete Strukturen |




Anzahl von Abbildungen (Forts.)
Die Gesamtzahl der Abbildungen N — R ist

= 7" =) # der surjektiven Abbildungen N — A
ACR

T
= > ) # der surjektiven Abbildungen N — A

k=0 ACR
|Al=k

- E(0 )

Ernst W. Mayr: LEA
m Diskrete Strukturen |



Anzahl von Abbildungen (Forts.)
Die Gesamtzahl der Abbildungen N — R ist

= r*= Z # der surjektiven Abbildungen N — A
ACR

T
= > ) # der surjektiven Abbildungen N — A

k=0 ACR
|Al=k

- E(0) )

s n
= ZSmk 'T‘E: an,k : T‘E .
k=0 k=0
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Zusammenfassende Darstellung

N seien n Tennisballe, R seien 7 Schachteln: “balls into bins”
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Zusammenfassende Darstellung
N seien n Tennisballe, R seien 7 Schachteln: “balls into bins”

| beliebig | injektiv | surjektiv | bijektiv (n =r)

N unterscheidbar

. r" r rl. S rl =n!
R unterscheidbar ‘ mr
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Zusammenfassende Darstellung
N seien n Tennisbille, R seien r Schachteln: “balls into bins”

beliebig | injektiv | surjektiv | bijektiv (n =r)
N unterscheidbar n
R unterscheidbar "
N nicht unterscheidbar
R unterscheidbar

rit rl- S, rl =mn!

(y) 1

2%
—
33
S—

Ernst W. Mayr:
m Diskrete Strukturen | LEA



Zusammenfassende Darstellung
N seien n Tennisbille, R seien r Schachteln: “balls into bins”

beliebig | injektiv | surjektiv | bijektiv (n =r)
N unterscheidbar n n g bt
R unterscheidbar " " T Onr e
N nicht unterscheidbar - (T) (n,l) 1
R unterscheidbar n! n r—1
N unterscheidbar zr: Sui | 1 oder0 S 1

R nicht unterscheidbar
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Zusammenfassende Darstellung

N seien n Tennisbille, R seien r Schachteln: “balls into bins”

beliebig | injektiv | surjektiv | bijektiv (n =r)
N unterscheidbar n oo g -
R unterscheidbar " T ongr ren
N nicht unterscheidbar 7 (T) (n,l) 1
R unterscheidbar n! n r—1
N unterscheidbar T
R nicht unterscheidbar kzzjl S | 1 oder0 | Sy 1
N nicht unterscheidbar T
R nicht unterscheidbar k; Pog. | Loder0 | Pus 1
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Abzahlen von Permutationen
Stirling-Zahlen erster Art

Definition
Die Stirling-Zahl der ersten Art

Sn,k

gibt die Anzahl der Permutationen € S,, mit genau k Zyklen an.

Ernst W. Mayr:
m Diskrete Strukturen |



Abzdhlen von Permutationen
Stirling-Zahlen erster Art
Definition

Die Stirling-Zahl der ersten Art

Sn,k

gibt die Anzahl der Permutationen € S,, mit genau k Zyklen an.
Einfache Beobachtungen:

Q firallen eN:

n

Z Sp g = n!

k=1
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Sp1=Mm—-1)l=

3|2




m
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Sp1=Mm—-1)l= v

n
Snn—1 =

A

LE



m
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Sp1=Mm—-1)l= v

n
Snn—1 =

Spn =1




m
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|
Sp1=Mm—-1)l= v

n
Snn—1 = 9

Spn =1

Spp=0flirk>n>0




|
Sp1=Mm—-1)l= n
(5]

n
Snn—1 = <2>
o

Sn,n = 1
o

Spp=0flirk>n>0
Man setzt weiterhin:
50,0 *= 1

sp0 =0 firneN

spk = 0 fiir n € No, k < 0.
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Typ einer Permutation

Definition

Sei 7 eine Permutation von n Objekten, b;(7) die Anzahl der
Zyklen von 7 der Lange i (i = 1,...,n) und b(m) die Anzahl der
Zyklen von T, also

n n

disb(m)=n  und D bi(m) =b(r).

i=1 1=1
Dann heiBt der formale Ausdruck
1b1(m)gb2(m) gbs(m) . ) b ()

der Typ von m (Potenzen mit Exponent 0 werden gewéhnlich nicht
geschrieben).
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Beispiel

(12345678
~ 45627183

=(45627183)

als Funktionswerte

=(14257836)
Typ:81

in Zyklenschreibweise
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Beispiel

(12345678
T=\24716538

=(247165328)
Typ: 11 22 3!

=(124)(37)(56) (8)
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Lemma
Es gibt

n
D P
k=1

verschiedene Typen von Permutationen in S,,.
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Lemma
Es gibt

n
> Puk
k=1
verschiedene Typen von Permutationen in S,,.
Beweis.

Klar.
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Lemma

Es gibt
n!

bl bl - .. byl -1b1.202. b
verschiedene Permutationen in S,, vom Typ 1%1.2b2 . .pbn
(Beachte: 0! = 1). Insbesondere gilt:

n!
k=) bl byl - ... byl 101202 .. pbn
(b1,...,bn)ENG™
> b=k
Z'bbi:n
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Lemma
Es gibt
n!

byl bol- ... byl-101.202. . pbn

verschiedene Permutationen in S,, vom Typ 1b1 . b2 . - nbn
(Beachte: 0! = 1). Insbesondere gilt:
n!
k=) bil- Dol ... byl 101 .202. . pbn
(bl,...,bn)GNon
S b=k
Z'bbi:n
und
|
n.:
| =
" > bl -bol- ... byl 101-202 . b
(b1,...,bn)ENG™
zn: i-b;=n
i=1
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Beweis.
Sei Typ 1% 202 .. . nPn gegeben:
b1

bo

00 0w

—_——
() (e

)
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Beweis.
Sei Typ 1% 202 .. . nPn gegeben:

bl b2 bn(gl)
—

(D) (D) () (ee)- () o (o)

Insgesamt gibt es n freie Platze. Ersetze die freien Platze durch
Permutationen aus S,,. Dafiir gibt es n! Moglichkeiten.
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Beweis.
Sei Typ 1% 202 . _nbr gegeben:

by bo bn (<1)
() () (c)(ee) () o (e 0)

Insgesamt gibt es n freie Platze. Ersetze die freien Platze durch
Permutationen aus S,,. Dafiir gibt es n! Moglichkeiten. Nun muss
beachtet werden, dass

@ die Zyklen der Lange i beliebig vertauschbar sind, und
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Beweis.
Sei Typ 1% 202 . _nbr gegeben:

by bo bn (<1)
() () (c)(ee) () o (e 0)

Insgesamt gibt es n freie Platze. Ersetze die freien Platze durch
Permutationen aus S,,. Dafiir gibt es n! Moglichkeiten. Nun muss
beachtet werden, dass

@ die Zyklen der Lange i beliebig vertauschbar sind, und

@ ein Zyklus der Lange i in sich i-mal zyklisch geshiftet werden kann,
ohne die Permutation zu dndern.

Ernst W. Mayr:
m Diskrete Strukturen |



Beweis.
Sei Typ 1% 202 . _nbr gegeben:

by bo bn (<1)
() () (c)(ee) () o (e 0)

Insgesamt gibt es n freie Platze. Ersetze die freien Platze durch
Permutationen aus S,,. Dafiir gibt es n! Moglichkeiten. Nun muss
beachtet werden, dass

@ die Zyklen der Lange i beliebig vertauschbar sind, und

@ ein Zyklus der Lange i in sich i-mal zyklisch geshiftet werden kann,
ohne die Permutation zu dndern.

Damit ergeben sich fiir die Zyklen der Linge i oben genau b;! - i%
verschiedene Anordnungen, so dass insgesamt alle Permutationen mit
dem angegebenen Faktor iiberzahlt werden. O
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5! |
s =41=24
S TRET
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Beispiel




Beispiel

5! |

851 = 71 51 41 =24
Beispiel

5!
ma= Q1+ Zl_ TRTIETISTRE TR Tl
Typ=1141 Typ=2131 :
Ernst W. Mayr:
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Beispiel

5!
55,1:!.—51:4!:24
Beispiel
5!
852 = Zl+ Zl— 41+ .21.31:5()
Typ=1141 Typ=2131 :
Beispiel
5!
853 = Zl—i— Zl— 31 2!'11'22:35
Typ=1231 Typ=1122
m E:zi:e\‘:z-s’\t/lrz}:turen | o = .




Abzdihlkoeffizienten

Binomialkoeffizienten
Wir hatten bereits:

° (1) =%
()=

Yn>k>0

Vn >0

m
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Abzdihlkoeffizienten

Binomialkoeffizienten
Wir hatten bereits:
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Abzdihlkoeffizienten

Binomialkoeffizienten
Wir hatten bereits:
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m
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Weiter definiert man:




Weiter definiert man:
Q

[==)

=nd:=0:=1

(-

n

Vn e C
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m

Weiter definiert man:

0

nd:=nd.=0l:=1

: (-

= zo(x-1) ... (x—k+1)
¥ = xz-(z+1)-...-(x+k—-1)

|
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Vn e C

VzeC, k>0




Weiter definiert man:

° _
nd:=nl:=0:=1 VneC
(2]
(0) =1
o 0
= zo(x-1) ... (x—k+1)
= (41 .. (x+k-1) VeeC, k>0

o (x)_ o k>0
k) 10 sonst
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Lemma

(i

) ist, fiir k > 0, ein Polynom in x vom Grad k, und es gilt auch
fiir alle k € Z und x € C

0660
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Lemma
(v) ist, fiir k > 0, ein Polynom in & vom Grad k, und es gilt auch

fiiralle k € Z und x € C
T\ r—1 n r—1
k) \k-1 k '
Beweis

Da fiir £ < 0 per Definition der Binomialkoeffizienten Gleichheit
gilt, betrachten wir nur k > 0. Es ist dann

x\ (x—1 + z—1

k) \k-1 k
ein Polynom in « vom Grad < k. Fiir alle x € N ist dieses Polynom
gleich 0. Ein Polynom einer Variablen mit unendlich vielen

Nullstellen ist aber sicher identisch 0 (Fundamentalsatz der
Algebra).
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Eine weitere Moglichkeit, den Beweis zu fiihren

x-(x— 1)"“_1 (k+x—k)(z—1)
k- (x— 1) (- k) (2
k- (z—1)k=t

_ 1)’“;1
Ly (z—1)Ek
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Eine weitere Moglichkeit, den Beweis zu fiihren:

@ = . (:c—l)k_l—(k+x—k)(x—1)k;1
= k(- (2 —k)(z - 1)L
k-(z— 1)L (z - 1)k

Also gilt

R R e (A L |

g.e.d.
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