WS 2003/04

Diskrete Strukturen |

Ernst W. Mayr

mayr@in.tum.de
Institut fiir Informatik
Technische Universitat Miinchen

11-21-2003

m Ernst W. Mayr:

Diskrete Strukturen |




Partialbruchzerlegung

Beispiel .

Finde zu % = % Polynome p, ¢ mit grad(p) < 2, grad(q) < 1 und
? 41 P q

G-12@-2)  @-1F  o-2 @

Die r.S. von (1) heiBt Partialbruchzerlegung von §. Ansatz: p(z) = ax + b,

do) =e v 4 _pe=2)+ql-1)?
z—12) -2 (z—1D2(z—-2)
Durch Vergleich mit (1) erh&lt man
2?41 = (az+0b)(z—2)+clz—1)°

= (a+c)z®+ (b—2a—2c)x+c—2b.
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Partialbruchzerlegung

Beispiel .
Finde zu § = % Polynome p, g mit grad(p) < 2, grad(q) < 1 und
2
z°+1 D q
= . 1
@G-12@-2 @-12 z-2 (1)
Die r.S. von (1) heiBt Partialbruchzerlegung von §. Ansatz: p(z) = ax + b,
z)=c.
() P a _ple=2+q-1)°
z—12) -2 (z—1D2(z—-2)
Durch Vergleich mit (1) erhilt man
2?41 = (az+0b)(z—2)+clz—1)°

= (a+c)z®+ (b—2a—2c)x+c—2b.

Koeffizientenvergleich liefert folgendes, lineares Gleichungssystem:

at+c =
b—2a—2¢c = 0
c—2b =
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Partialbruchzerlegung

Beispiel .
Finde zu § = % Polynome p, g mit grad(p) < 2, grad(q) < 1 und
2
z°+1 D q
= . 1
@G-12@-2 @-12 z-2 (1)
Die r.S. von (1) heiBt Partialbruchzerlegung von §. Ansatz: p(z) = ax + b,
z)=c.
() P a _ple=2+q-1)°
z—12) -2 (z—1D2(z—-2)
Durch Vergleich mit (1) erhilt man
2?41 = (az+0b)(z—2)+clz—1)°

= (a+c)z®+ (b—2a—2c)x+c—2b.

Dieses hat die eindeutige Losung: a = —4, b=2, c¢=>5. Somit gilt:
z?+1 _ w25
(x—1)2(x—-2) (z—12 =2-2
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Satz (Partialbruchzerlegung)
Seien f,g € K[x] (K = Q,R,C) Polynome mit
grad(g) < grad(f), und es gelte

flz)=(x—a)™ -...- (x —a,)™

mit N > m; > 1 und paareweise verschiedenen co; € K
(it=1,...,7). Dann gibt es eindeutig bestimmte Polynome
g1, .-, 9r € Klx] mit grad(g;) < m;, so dass gilt:

g g1 9r
T R s
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Beweis
Induktion nach r. Fiir r = 1 ist nichts zu zeigen. Es gelte r > 1.

Sei f = (z—ap)™ - oo (®—a,)™. Danngilt f=(z— ap)™ f
Sei d = grad(f) und d = grad(f). Es geniigt nun folgendes zu
zeigen:
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Beweis
Induktion nach r. Fiir r = 1 ist nichts zu zeigen. Es gelte r > 1.

Sei f = (z—ap)™ - oo (®—a,)™. Danngilt f=(z— o)™ f.
Sei d = grad(f) und d = grad(f). Es geniigt nun folgendes zu
zeigen:

Zwischenbehauptung: Es gibt eindeutig bestimmte Polynome
A, B € K[z] mit grad(A) < my, grad(B) < d, so dass
A B

g__ 2 L2
f (58—041)"”+f

gilt.
(Wendet man auf ? die Induktionsbehauptung an, so folgt die

Behauptung des Satzes.)
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Gleichung (2) ist dquivalent zu
Af =Bz —a))™ =g. (3)

. my—1 i d—1 j
Wir machen den Ansatz: A =} a;z’, B =} bjz’.
Durch Koeffizientenvergleich mit (3) erhalten wir folgendes inhomogenes
lineares Gleichungssystem bestehend aus d Gleichungen in den Unbestimmten

Amq—1,-- .,ao,bd;l,. . ,bo:

Cd—1
Amy—1
M wol= : (4)
b371
bo
Co

wobei M eine d X d-Matrix ist, und g = Zf;ol ciz®. Wir haben die

Zwischenbehauptung bewiesen, wenn wir zeigen kdnnen, dass die Matrix M
invertierbar (det M # 0) ist. Dazu benétigen wir folgendes Lemma.
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Lemma

Seien A, B € K[z] Polynome mit grad(A) > 1 und grad(B) > 1.

Gibt es dann Polynome A, B € K|[xz]|, A # 0 oder B # 0, mit

grad(A) < grad(A), grad(B) < grad(B) und
AB + BA =0,

so sind A und B nicht teilerfremd.
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Lemma _ - -
Seien A, B € K|[z]| Polynome mit grad(A) > 1 und grad(B) > 1.
Gibt es dann Polynome A, B € K|[xz]|, A # 0 oder B # 0, mit

grad(A) < grad(A), grad(B) < grad(B) und
AB + BA =0,
so sind A und B nicht teilerfremd.

Beweis.

Dies folgt sofort aus der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung. [
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Nun zuriick zum Beweis von Satz 2. Angenommen det(M) =0.
Dann wiirde es einen Vektor = (@m,—1,...,a0,b5 ;,...,bo)* #0
mit M -z =0 geben, d.h. es wiirde Ponnome A= Zml 1 a;xt
und B = ijo bjxl, A # 0 oder B # 0, geben mit

grad(A) <my — 1, grad(B) < d —1 = grad(f) und

Af + Bz — a)™ = 0. Nach Lemma 3 wiéren dann f und

(x — )™ nicht teilerfremd. Dies ist jedoch ein Widerspruch zur
Voraussetzung. Damit ist Satz 2 bewiesen. g.e.d.
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Schnelle Fouriertransformation

Grundlagen

Ein Polynom P = )", a;z" € Clz] vom Grad < n ist eindeutig
durch seine Koeffizienten a; bestimmt, d.h. man hat eine Bijektion

{Polynome € C[z] vom Grad <n} — C"*!

n
Pd:Zaixi — d=(ag,...,an).
=0
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Schnelle Fouriertransformation

Grundlagen
Ein Polynom P =Y, a;2" € C[z] vom Grad < n ist eindeutig
durch seine Koeffizienten a; bestimmt, d.h. man hat eine Bijektion

{Polynome € C[z] vom Grad <n} — C"*!

n
Pd:Zaixi — d=(ag,...,an).
=0

Problem: P;- P; = Pz mit = (co,...,¢n), ¢k = _; ax—ib;, und
die Berechnung von ¢ benétigt O(n?) Operationen.
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Schnelle Fouriertransformation

Grundlagen
Ein Polynom P =Y, a;2" € C[z] vom Grad < n ist eindeutig
durch seine Koeffizienten a; bestimmt, d.h. man hat eine Bijektion

{Polynome € C[z] vom Grad <n} — C"*!

n
Pd:Zaixi — d=(ag,...,an).
=0

Problem: P;- P; = Pz mit = (co,...,¢n), ¢k = _; ax—ib;, und
die Berechnung von ¢ benétigt O(n?) Operationen.

Definition . -
Wir nennen ¢ = @ b mit ¢, = ), ai—;b; die Faltung von d und b.
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Es gibt noch eine weitere eindeutige Darstellung eines Polynoms.

Lemma A A
Seien P =31 a;jz’ und Q = >_"_, bja’ Polynome (€ Clx]) vom
Grad < n und seien wy, . ..,w, € C paarweise verschiedene

Elemente. Dann gilt:

P=Q < P(w;)) =Q(w;) firallei=0,...,n.
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Es gibt noch eine weitere eindeutige Darstellung eines Polynoms.

Lemma A A
Seien P =31 a;jz’ und Q = >_"_, bja’ Polynome (€ Clx]) vom
Grad < n und seien wy, . ..,w, € C paarweise verschiedene

Elemente. Dann gilt:

P=Q < P(w;)) =Q(w;) firallei=0,...,n.

Beweis.

"=": Klar. "<": Es gelte P(w;) = Q(w;) firi=20,...,n. Dann
ist jedes w; eine Nullstelle des Polynoms P — (). Da

grad(P — Q) < n gilt, folgt P — @ = 0 aus Satz 7. O
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Man kann leicht zeigen, dass es zu jedem Tupel

(bo, ...,b,) € C""! (genau) ein Polynom f € C[x] vom Grad < n
gibt, mit f(w;) = b; firi =0,...,n (z.B. das Newtonsche
Interpolationspolynom).
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Man kann leicht zeigen, dass es zu jedem Tupel

(bo, .- -, by) € C"! (genau) ein Polynom f € C[z] vom Grad < n
gibt, mit f(w;) =b; fiir i =0,...,n (z.B. das Newtonsche
Interpolationspolynom).

Somit erhalten wir eine weitere Bijektion:

{Polynome € C[z] vom Grad <n} — C"*!
P — (P(wy),...,Pwy))
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Man kann leicht zeigen, dass es zu jedem Tupel

(bo, .- -, by) € C"! (genau) ein Polynom f € C[z] vom Grad < n
gibt, mit f(w;) =b; fiir i =0,...,n (z.B. das Newtonsche
Interpolationspolynom).

Somit erhalten wir eine weitere Bijektion:

{Polynome € C[z] vom Grad <n} — C"*!
P — (P(wy),...,Pwy))

Vorteil: P-Q > (P(w0)Q(wo), -, P(wn)Q(wn)) =
(P(wo), .-y P(wn)) - (Q(wop), - ..,Q( n)). Multiplikation benétigt
nur O(n) Operationen.
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Problem: Bijektion i.a. zu komplex.

Definition
Ein w € C heiBt primitive n-te Einheitswurzel, wenn w* # 1 fiir alle
k=1,...,n—1und w" =1 gilt, d.h. ord(w) =nin C*=C\ 0.

2im/n

Bem.: Esistw=c¢e eine primitive n-te Einheitswurzel.
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Problem: Bijektion i.a. zu komplex.

Definition
Ein w € C heiBt primitive n-te Einheitswurzel, wenn w* # 1 fiir alle
k=1,...,n—1und w" =1 gilt, d.h. ord(w) =nin C*=C\ 0.

Bem.: Es ist w = e2™/™ eine primitive n-te Einheitswurzel.
Definition
Sei w € C eine primitive n-te Einheitswurzel, n € N. Die Abbildung

Fpw:C" = C", @=(ag,...,an_1) — (Pz(1), Pz(w), ..., Pz(w™™ 1))

heiBt diskrete Fouriertransformation; wir schreiben auch kurz F fir
Frw-
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