2.2 Morphismen

Seien A = (S, ®) und A = (S, ®) zwei Algebren mit derselben Signatur.
2.2.1 Isomorphismus
Definition: Eine Abbildung

h:S — S

heit ein Isomorphismus von A nach A, falls

> h bijektiv ist und
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. 2.2 Morphismen

Seien A = (S, ®) und A = (S, ®) zwei Algebren mit derselben Signatur.
2.2.1 Isomorphismus
Definition: Eine Abbildung

h:S — S

heit ein Isomorphismus von A nach A, falls
> h bijektiv ist und

> h mit den in ® und ® einander entsprechenden Operatoren vertauschbar ist:
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h ist also ein Isomorphismus gdw

> h(c) = ¢ fur alle nullstelligen Operatoren (Konstanten) c
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h ist also ein Isomorphismus gdw

> h(c) = ¢ fur alle nullstelligen Operatoren (Konstanten) c

> h(u(z)) = a(h(z)) fur alle unéren Operatoren u € ®, Vz € S
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h ist also ein Isomorphismus gdw

> h(c) = ¢ fur alle nullstelligen Operatoren (Konstanten) c
h(b(z,y))

> @(h(z)) fur alle unéren Operatoren u € ®, Vz € S
> — b

(h(z), h(y)) fur alle binaren Operatoren b € ®, Vz,y € S
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h ist also ein Isomorphismus gdw

> h(c) = ¢ fur alle nullstelligen Operatoren (Konstanten) c
h(b(z,y))
Notation: A = A: ,A isomorph zu A“, d. h. es existiert ein Isomorphismus von A

nach A (und von A nach A).
Ein Isomorphismus von A nach A heil3t Automorphismus.

> @(h(z)) fur alle unéren Operatoren u € ®, Vz € S
> — b

(h(z), h(y)) fur alle bindren Operatoren b € ®, Vz,y € S
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Beispiel:

(No,4+) und (2 - No, +) (2 - No: gerade Zahlen) mit
h:No>n— 2-n € Np

ist ein Isomorphismus zwischen den beiden Algebren.
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Beispiel:

(No,4+) und (2 - No, +) (2 - No: gerade Zahlen) mit
h:No>n— 2-n € Np

ist ein Isomorphismus zwischen den beiden Algebren.

Beispiel:

(RT,-) und (R, +) (R* = {z € R;z > 0})
h: Rt sz—logz eR

ist ein Isomorphismus (der sog. Rechenschieberisomorphismus)
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Satz 3: Ein Algebra-lsomorphismus bildet Einselemente
auf Einselemente, Nullelemente auf Nullelemente und
Inverse auf Inverse ab.
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Satz 3: Ein Algebra-lsomorphismus bildet Einselemente
auf Einselemente, Nullelemente auf Nullelemente und
Inverse auf Inverse ab.

Beweis:  Sei die Abbildung / : S — S ein Isomorphismus
von A = (S,®) nach A = (S, ).

Sei 1 ein rechtes Einselement flr den Operator o € ¢ Iin A.
Dann gilt fir alle b € S:

boh(l) =h(b)oh(l) =h(bol) =h(b) =b

Also ist h(1) ein rechtes Einselement in A. Die Argumentation
far linke Einselemente, Nullelemente und Inverse ist analog.
g.e.d.
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. 2.2.2 Homomorphismus

Definition: Eine Abbildung
h: S — S

heiRt ein Homomorphismus von A nach A, falls A mit den in ®
und ® einander entsprechenden Operatoren vertauschbar ist.
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Beispiel:

(No, +) und A = (Z,,, +.,) mit 4., als Addition modulo m.
h: Ng >n = nmodm € Z,,

ISt ein (surjektiver) Homomorphismus.
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Beispiel:

(No, +) und A = (Z,,, +.,) mit 4., als Addition modulo m.
h: Ngo>n+— nmodm € Z,,
ISt ein (surjektiver) Homomorphismus.
Beispiel:
(3*,0) und (Np, +) mit 3* Menge der endlichen
Zeichenreihen Uber dem Alphabet ..
h: ¥ 30— |o| € Ny

mit |o| der LAnge der Zeichenreihe ist ein Homomorphismus.
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Satz 4:  Sei h ein Homomorphismus von A = (S, ®) nach
A= (5,®), mit ® = h(P). Dann ist (h(S), D) eine
Unteralgebra von A.
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Satz 4:  Sei h ein Homomorphismus von A = (S, ®) nach
A= (5,®), mit ® = h(P). Dann ist (h(S), D) eine
Unteralgebra von A.

Bewelis: Offensichtlich. g.e.d.
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