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Raumanderung

Die Zentraliibung findet an folgenden Tagen nicht im gewohnten
Horsaal statt, sondern im Horsaal MW 1801 (Gebaude der
Fakultdt Maschinenwesen):

o Freitag, 18.06.2004 und

o Freitag, 16.07.2004
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Aufgabe 1

Sei « eine irrationale Zahl.

Gibt es ein endliches Spiel mit einer fairen Miinze, so dass die
Wabhrscheinlichkeit, dass ein bestimmter Spieler gewinnt, gleich «
ist?

Bemerkung:
Ein Spiel heiBt endlich, wenn der Gewinner mit Wahrscheinlichkeit
1 nach einer endlichen Zahl von Ziigen feststeht.
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Aufgabe 1

Aufgabe 1
Die Wahrscheinlichkeit p, dass ein bestimmter Spieler (nennen wir
ihn A) gewinnt, ist

n
p= Z Pr[A gewinnt mit dem i-ten Wurf].
i=1

Fiir jedes i gewinnt A fiir eine bestimmte Anzahl a; € INg von
Ereignissen des Ereignisraums {K, Z}'. Damit aber ist

° aj 2n_131 + 2n—232 + -+ 213,,,1 + 208,,
p = 5 = 2n .
i=1

Da das Spiel endlich ist, ist p ein endlicher Bruch und kann damit
unmoglich irrational sein.
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Aufgabe 2

Aufgabe 2

Die Firma Data Systems Intl. Inc. (DSII) hat ein neues
Freizeitgesetz fiir ihre Mitarbeiter erlassen:

Jeder Arbeiter muss an jedem Tag im Jahr arbeiten
(also auch an Wochenenden und Feiertagen)

auBer einer von ihnen hat Geburtstag -

dann bekommt die ganze Firma frei.

Wenn es 365 Tage im Jahr gibt und die Firma ihre Mitarbeiter rein
zuféllig einstellt (also nicht bevorzugt Leute mit gleichem
Geburtstag), wie viele Leute sollte sie dann einstellen damit die
erwartete kumulierte Anzahl der Arbeitstage aller Mitarbeiter
maximiert wird?

Wie viele Tage muss jeder Arbeiter in diesem Fall pro Jahr
arbeiten?
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Aufgabe 2

Beispiel

Wenn die Firma DSII 10 Mitarbeiter mit unterschiedlichen
Geburtstagen hat, dann leisten diese kumuliert 10 - (365 — 10)
Arbeitstage pro Jahr.

Beispiel

Wenn die Firma DSII 10 Mitarbeiter mit 7 unterschiedlichen
Geburtstagen hat, dann leisten diese kumuliert 10 - (365 — 7)
Arbeitstage pro Jahr.
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Aufgabe 2

Aufgabe 2

Wir modellieren das Problem wie folgt:

In 365 Urnen Uy, ..., Usgs verteilen wir zufallig k Bélle und fragen
uns, wie viele Urnen dabei leer bleiben.

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Urne U, nach k Wiirfen genau i
Balle enthilt, ist

i.n = Pr[k Wiirfe, i Bélle in U] = (L i 1—i -
Phsion = ! =)\ 365 365

Die Zufallsvariable X, welche die Anzahl der Urnen mit genau i
Kugeln nach k Wiirfen angibt, ist binomialverteilt. Daher ist die
erwartete Anzahl von Urnen mit / Ballen nach k Wiirfen gleich

365 i k—i
ZEI k 1
o 365 365
i
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Aufgabe 2

Aufgabe 2

Fir i = 0 erhalten wir mit

1\~
1 —
365 (1- 355 )

die zu erwartende Anzahl der leeren Urnen nach k Wiirfen.
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Aufgabe 2

Aufgabe 2

Zurtick zu unserer Firma: Wir wollen die kumulierte Anzahl der
Arbeitstage maximieren, suchen also

1\
(k) = k-365-(1— —
arg max (k) arg max 365 < 365)

Das Maximum wird genau dann angenommen, wenn f’(k) = 0,
also (mit Produktregel und (c*)’ = ¢*Inc, wobei ¢ > 0 und ¢ # 1)

365- (1 ik+365k 1 iklnl L =0
365 365 365/

1
S 1+k-n(l-——)=0
* ”< 365)

1
~ 364.49

I (1-58) T

= k=—
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Aufgabe 2

Aufgabe 2

Da f(364) = f(365), kdnnen wir der Firma nun sagen, dass sie am
besten 364 Arbeiter anstellen soll.

Dann kann sie erwarten, dass insgesamt f(364) = 48943.5 Tage
gearbeitet werden, also f(364)/364 = 134.5 Tage pro Arbeiter und
Jahr.
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Aufgabe 3

Fiir gegebenes n ziehen wir Zahlen aus {0,1/n,2/n,...,1}
mit Zuriicklegen so lange, bis die Summe s der gezogenen Zahlen
> 1 ist.

Wie groB ist der Erwartungswert fiir die Anzahl der Zahlen, die wir
ziehen missen, wenn n = 27

Bemerkung:
Wir werden im Verlauf der Vorlesung sehen, dass
IE(Anz. Ziige) — e fiir n — oo
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Aufgabe 3

[E[Anz. Ziige]
= Z i - Pr[i mal ziehen]

= Z i - Prlbis zum i — 1-ten Zug s < 1, danach s > 1]
= Z i+ Pr[im i — 1-ten Zug s = 0, danach 1 gezogen] +

1 1
Z i+ Pr[im i — 1-ten Zug s = > danach 5 oder 1 gezogen|
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Aufgabe 4

Seien X und Y Zufallsvariablen fiir zwei unabhangige Ereignisse
wobei

o E(Y)=
o IE(X2Y) =6,
° ]E(XY2) =8 und

E((XY)?) = 24.
Wie groB ist IE(X)?
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Aufgabe 4

Da X und Y unabhangig sind, gilt zunachst

E(X?Y) = EX3)E(Y)
E(XY?) = E(X)E(Y?)
E((XY)?) = EX*)E(Y?)

Damit folgern wir:
_ E(X?)E(Y)E(
B0 = B i) v
_ (EXP)E(Y)) - (E(X)E(
E(Y) - (E(X?)E(Y?)
 E(X2Y)E(XY?)  6-8 1
E(Y)E(X2Y2)  2.24 T

y2
Y2

)
)
Y?)
)
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Aufgabe 5

Der Wiener Opernball muss kiirzer werden!
Daher schlagt der Oberbiirgermeister von Wien folgenden Ablauf
fiir den nachsten Ball vor:

@ Urspriinglich sind N Paare eingeladen.

@ Vor jedem Tanz werden die Partner einander zugelost.

@ Wer dabei seinen urspriinglichen Partner zum Tanzen zugelost
bekommt, muss die Tanzfliche am Ende des jeweiligen Tanzes
verlassen.

Wie viele Tanze IE(Xy) sind auf dem néchsten Opernball zu
erwarten?

Uberlegen Sie sich zur Lésung der Aufgabe zunichst den
Erwartungswert fir N = 1,2,3 und beweisen Sie dann induktiv
eine Verallgemeinerung lhrer Uberlegungen. i
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Aufgabe 5

Wir zeigen induktiv, dass IE(Xy) = N fiir jedes N > 1.
Induktionsanfang: N=1 = 1IE(X;)=1

Angenommen, IE(X;) = i fir alle i < N.

Sei py(n) die Wahrscheinlichkeit, dass von N Paaren genau n
einander “passend” zugelost werden, also die Tanzfliche nach dem
nachsten Tanz verlassen miissen.

Dann gilt (wenn man den ersten Tanz mit beriicksichtigt)

N N
E(Xy) =1+ _ pn(n)E(Xy_n) = 1+pn(0)EXn)+ Y _ pn(n)E(Xn-n)

n=0 n=1

N
= (1—pn(0)) - IB(Xn) = 1+ > pu(n)E(Xn_p)

n=1 m
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Aufgabe 5

Hinweis: Fiir die Zufallsvariable Y), ="# Fixpunkte bei zufalliger
Permutation von k Objekten” gilt IE(Yy) =1

Mit der Induktionsannahme und dem Hinweis zur Aufgabe erhalten
wir

(1= pn(0)) - IE(Xn)
N N N
= 1—|—ZpN(n)(N—n) = 1+N-ZpN(n)—ZpN(n)-n
n=1 n=1 n=1

N
= 14+ N-(1—pn(0)) = > pn(n)-n

n=1
= 1+ N-(1—pn(0)—E(Yp)=1+N-(1—py(0))—1
= N-(1-pn(0))

woraus wegen 1 — py(0) # 0 unmittelbar die Behauptung folgt. T

Hanjo Taubig, Sebastian Wernicke



Aufgabe 5
Raumanderung

Die Zentraliibung findet an folgenden Tagen nicht im gewohnten
Horsaal statt, sondern im Horsaal MW 1801 (Gebaude der
Fakultdt Maschinenwesen):

o Freitag, 18.06.2004 und

o Freitag, 16.07.2004
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