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Aufgabe 1

Zeigen Sie, dass Zs ein Korper ist.

Aufgabe 2

Bei der Ubertragung von Daten verwendet man zur Fehlererkennung hiufig CRC-Priifsum-
men (Cyclic Redundancy Check). Dabei interpretiert man die bitweise Darstellung der
Nachricht als Folge der Koeffizienten eines Polynoms a(z). An diese Folge méchte man
k weitere (Priif-)Bits anhédngen (die einem Polynom p(x) entsprechen), so dass das ent-
stehende Polynom b(x) durch ein festgelegtes Generatorpolynom g(x) ohne Rest teilbar
ist.

Es soll also gelten: b(z) = a(z)x* + p(z), sowie b(x) = t(z)g(z).

Man kann daher die Priifziffern berechnen, indem man den Rest einer Polynomdivision
iiber Zy von a(z)z* durch g(x) bestimmt.

Auf der Empfingerseite kann man Ubertragungsfehler feststellen, indem man die empfan-
gene Bitfolge ebenfalls als Polynom '(x) interpretiert und iiberpriift, ob sich ¢'(x) durch
g(x) ohne Rest teilen 148t.

a) Berechnen Sie die Priifsumme fiir die Bitfolge 101001 (also a(x) = 2° + 2® + 1) und
das Generatorpolynom g(z) = 3 + z + 1 mit k = 3.

b) Bei einer weiteren Ubertragung wurde das gleiche Generatorpolynom benutzt. Der
Empfanger erhielt die Bitfolge 100101111. Stellen Sie fest, ob bei der Ubertragung
ein Fehler aufgetreten ist.

c¢) Kann man auf der Empféngerseite aus einer Teilbarkeit von 0'(z) durch g(x) mit
Sicherheit schluifolgern, dass kein Ubertragungsfehler aufgetreten ist?

Aufgabe 3
Die Mobiusfunktion u: N — Z (N = {1,2,...}) ist wie folgt definiert: x(1) = 1 und fiir
1 <n e N sei

(n) (=1)", falls n = p;---p, mit paarweise verschiedenen Primzahlen p;
n)=
s 0, falls n nicht quadratfrei ist.

Dabei heifit n quadratfrei, wenn p* { n (d.h. p? teilt nicht n) fiir jede Primzahl p gilt. Zeigen
Sie:
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a) Fiir alle n > 1 gilt 3, pu(d) = 0.

b) Sei f: N — C eine Funktion und
Fn) =Y 7(d) (e
dln
ihre summatorische Funktion. Dann gilt
) =S W) (N eN)
d|N

(Bem.: Insbesondere gilt der Mébiussche Umkehrsatz: p(n) = >, du(n/d), wobei
¢ die Eulersche ¢-Funktion ist.)

Aufgabe 4

Sei R = Q[z] der Polynomring iiber Q in der Unbestimmten z. Zu fy, ..., fs € R bezeichne
geT(fo, ..., fs) den groBten gemeinsamen Teiler von fy, ..., fs in R.

a) Zeigen Sie, dass ggT(fo,..., fs) = ggT(ggT(fo, ..., fo—1), [5) gilt.

b) Mit Hilfe des erweiterten euklidischen Algorithmus kann man Polynome gy, ..., gs €
R berechnen, so dass gilt:

ggT(an"'afS) = gOf0+ +gsfs

Fiir den Fall s = 1 soll dies nun explizit gezeigt werden. Man fiihrt solange sukzessive
Polynomdivision mit Rest durch (py = fo, p1 = f1)

pi-1 =@ fi+pis,  i=1....n
bis der Rest 0 bleibt, d.h. p,,+; = 0 und p, # 0 gilt.
1. Zeigen Sie, dass p, = ggT(fo, f1) gilt.

2. Bestimmen Sie eine Matrix @; (i = 1,...,n), so dass gilt:

Di _ [ Pi—1
(pi-i-l)—Ql( Di )

3. Bestimmen Sie nun eine Matrix @), so dass gilt:

() =e(h)

4. Wie erhidlt man aus @ die Polynome gg, g1, so dass ggT(fo, f1) = gofo + 91/1
gilt?

5. Erlautern Sie, wie man im allgemeinen Fall die Polynome gq, ..., g, berechnen
kann!



