Approximations-Schemata, Estimator-Theorem,
Expansion des Universums und Uniformes
Sampling am Beispiel von # DNF

Sommerakademie 2007

Peter Zaspel



Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung 1
2 Ubersicht 1
2.1 Definitionen fir kombinatorische Zahlprobleme . . . . . ... ... ... 1
2.2 Beispiele . . . . . .. 2
2.3 Komplexitatder Aufgabe . . . . . . . . ... oo 2
3 Expansion des Universums 3
4 Randomisierte Approximationsschemata 4
5 Monte-Carlo-Methode 6
51 Algorithmus . . . . . . . . . 6
5.2 Estimator-Theorem . . . . . . . . . . . .. . ... .. .. 7
6 Anwendungsbeispiel: # DNF 8
6.1 Grundidee . . . . . . . . . .. 8
6.2 Wahldes Universums fur#DNF . . . ... ... ... ... ....... 8
6.3 Abschatzungfiré . . . . . . . . 10
6.4 BEANTWORTER-Algorithmus . . . . ... ... ... ... ....... 10
6.5 Uniformer Generator fir das Universum . . . . .. ... ... ... ... 10
6.6 Monte-Carlo-Algorithmus . . . . . ... ... ... ... ......... 11

7 Zusammenfassung 12



1 Einleitung
2 Ubersicht

Diese Ausarbeitung beschaftigt sich mit der approximativen Lésung von kombinatori-
schen Zahlproblemen. Dazu wird im Folgenden erst der Begriff eines solchen Zahl-
problems naher erlautert und dessen Komplexitat beschrieben.

In dem darauffolgenden Abschnitt wird die Methode der Expansion des Universums
vorgestellt. Als allgemeine Definition folgt dann eine Ubersicht tiber randomisierte Ap-
proximationsschemata.

Um die Expansion des Universums praktisch anwenden zu konnen, wird im nachsten
Abschnitt die Monte-Carlo-Methode vorgestellt.

Fasst man alle beschriebenen Methoden zusammen, so erhalt man ein Verfahren, mit
dem ein kombinatorisches Zahlproblem angenahert werden kann. Eine solche konkre-
te Anwendung wird im vorletzten Abschnitt am Beispiel des # DNF-Problems beschrie-
ben.

2.1 Definitionen fiir kombinatorische Zahlprobleme

Um sich auf eine gemeinsame Schreibweise zu verstandigen, folgt eine allgemeine
Definition eines kombinatorischen Optimierungsproblems:

Definition 1 (kombinatorisches Optimierungsproblem II)
Gegeben durch:

e D: Menge der (zuldssigen) Eingaben

e S(Z) mitI € D: Menge der zuldssigen Lésungen zu Eingabe 1
e f:S(I) — N7 (Bewertungsfunktion)

o ziel € {min,max}

Gesucht:
firI € D eine Lésung o, € S(I) so dass

f(oopt) = ziel{f(0) | o € S(I)}

OPT(I) = f(oo) ist der Wert einer optimalen Lésung.

Ein kombinatorisches Zahlproblem zielt im Gegensatz zu einem Optimierungsproblem
nicht auf eine Maximierung bzw. Minimierung einer Bewertungsfunktion. Vielmehr geht
es hierbei um die Anzahl der zulassigen Losungen:

Definition 2 (kombinatorisches Zahlproblem #1I1)
Gegeben:
kombinatorisches Optimierungsproblem 11



Gesucht:
#(I) =|S(I)| (Anzahl zulassiger Lésungen zu Probleminstanz I)

2.2 Beispiele

Am einfachsten macht man sich die Ziele von kombinatorischen Zahlproblemen an ein
paar Beispielen deutlich.

Beispiel 1 (Rucksack-Zahlproblem #RUCKSACK)

Gegeben: RUCKSACK (Standard-Knappsack-Problem)

Gesucht: Anzahl der Rucksackfillungen, die maximales Flllgewicht nicht Gberschrei-
ten

Das Standard-Knappsack-Problem ist hierbei Uber eine gegebene Menge von Full-
Objekten mit Gewichten und ein maximales Fllgewicht fiir den Rucksack gegeben.

Beispiel 2 (Farbungen-Zahlproblem #COL;)
Gegeben: COL, (Graph-Féarbbarkeitsproblem mit k. Farben)
Gesucht: Anzahl der korrekten Knotenfarbungen mit < k Farben

Das letzte Beispiel ist hier von besonderem Interesse, da im vorletzten Abschnitt ein
Approximationsverfahren fir dieses Problem vorgestellt wird:

Beispiel 3 (DNF-Zahlproblem # DN F)

Gegeben:

Probleminstanz ¥ ist Boolsche (n,m)-Formel in DNF dber n Variablen V- = {x, ..., z,}
Also: UV = C, v ... v C,, mit C; Monome der Lange k; bestehend aus Literalen x; und
Zy. (Pro Monom kommt eine Variable maximal einmal vor.)

Gesucht:

Anzahl der zuldssigen Belegungen, d.h. Belegung by : V. — {TRUE,FALSE} der
Variablen so, dass V¥ erfllt wird.

2.3 Komplexitat der Aufgabe

Die im Zusammenhang von kombinatorischen Zahlproblemen wichtige Komplexitats-
klasse ist die Klasse #P.

Umgangssprachlich kdnnte man diese Klasse dadurch beschreiben, dass in ihr alle
Zahlprobleme enthalten sind, deren zugehdérige Entscheidungsprobleme in der Klasse
NP liegen. Wie in NP lasst sich auch in #P der Begriff der # P-Vollstandigkeit ange-
ben. Dieser Ubertragt sich analog. Also: Ein Problem p in # P ist # P-vollstandig, wenn
sich alle Probleme aus # P mittels Polynomialzeitreduktion auf p reduzieren lassen.
Sinnvoll zum Verstandnis der Komplexitat von # P-vollstandigen Problemen ist das fol-
gende Lemma:

Lemma 1
Wenn P = N P, dann lassen sich # P-vollstandige Probleme in Poly-Zeit lIésen.



Diese Aussage lasst vermuten, dass im Falle von P # NP ein solches Problem sehr
schwer I6sbar ist. So lange das exakte Verhaltnis von P und N P ungeklart ist, kann
man also vermuten, dass sich # P-vollstandige Probleme unangenehm verhalten, also
kein Polynomzeit-Algorithmus fur die exakte LOsung existiert.

Das spater approximierte # DNF ist gerade ein solches Problem:

Satz 1
#DNF ist #P-vollstandig.

3 Expansion des Universums

Kombinatorische Zahlprobleme suchen nach der Kardinalitat der Menge aller zulassi-
gen Lésungen S(7). Gut wére es, wenn man eine obere Schranke fur diese Kardinalitat
hatte. Diese ergibt sich durch die Angabe einer Obermenge, deren GrdBe bekannt ist.
Zusammen mit einer Abschatzung fur das Verhaltnis von der tatsachlich gesuchten
GroBe und dieser oberen Schranke kann eine naherungsweise Aussage flr die ge-
suchte GréBe gemacht werden. Genau dies ist die Idee, die hinter der Expansion des
Universums steckt:

Definition 3 (Expansion des Universums)
Gegeben:

e [ Instanz von #I1

e U; Menge mit S(I) C U; mit|U;| bekannt
Uy ist das Universum von S(I)

DL/ 7
#(1) ~ 1S00)]

¢ ist die Expansion des Universums

Haufig wird im Zusammenhang mit Approximationsalgorithmen nach der relativen Gite
einer genaherten Losung gefragt:

Definition 4 (Relative Gute p,)
Gegeben:

e #I1 kombinatorisches Zahlproblem
e #(I) exakte Lésung
e Approximationsalgorithmus A

e A(I) approximative Lésung des Problems
(mit A(I) < #(I) und A(I) > #(I) erlaubt)



relative Glte der Approximation:
_ A(l) #(1)
pA([) = max { #(I) ) A([)
pa(n) ist relative Gite bei Eingaben der Ldnge < n.

Ist die relative Glte bekannt, so lasst sich die approximierte Lésung nach oben und
unten abschatzen:

Lemma 2
Mit |I| = n gilt:

Zentraler Satz

Flr die Naherung durch Expansion des Universums lasst sich eine Aussage zur relati-
ven Gute machen.

Satz 2
Sei s eine obere Schranke fiir &, also: € < s.

Dann hat die Approximation

fir den Wert #(1) relative Giite von /s.

4 Randomisierte Approximationsschemata

Bei der Naherung von kombinatorischen Zahlproblemen #I1 werden typischerweise
Algorithmen A verwendet, die unter Eingabe einer Instanz I von #II und von e mit
0 < e < 1 eine Naherung A(I, ¢) berechnen. Flr diese Algorithmen lassen sich Klas-
seneinteilungen angeben:

Definition 5 (polynomielles Zahl-Approximationsschema (PASC))
A ist PASC fir #11, falls A deterministisch, Laufzeit von A T(A) = O(poly(]1|)) und:

|A(L, €) = #(I)| < e##(])
Definition 6 (streng polynomielles Zahl-Approximationsschema (FPASC))
A ist PASC und T(A) = O(poly(|1],1))

Neben diesen deterministischen Algorithmen, bei denen ein relativer Fehler von ma-
ximal e garantiert wird, gibt es randomisierte Algorithmen, bei denen keine solchen
Garantien mehr moglich sind. Bei den randomisierten Verfahren kann man nur noch
Wahrscheinlichkeiten daflir angeben, dass eine Schranke flr einen relativen Fehler
auch eingehalten wird:



Definition 7 (polynomielles randomisiertes Zahl-Approximationsschema)
(kurz: PRASC)
A hat Laufzeit T(A) = O(poly(|I|)) und es gilt:

PrllA(L,e) - #(I)] < e- #(I)] >

A~ w

Definition 8 (streng polynomielles randomisiertes Zahl-Approximationsschema)
(kurz: FPRASC)
A ist PRASC und hat Laufzeit T(A) = O(poly(|1], 1))

Definition 9 ((¢,0)-FPRASC)
A ist ein FPRASC mit zusétzlicher Eingabe 6 mit 0 < 6 < 1, hat Laufzeit T(A) =
O(poly(|1|,%,10g(5))) und erzeugt eine Ausgabe A(I,¢,é) mit:

Pri|A(L,e,6) = #(I)| <e-#(I)] =1 =6
Das Besondere an den (¢,0)-FPRASC ist, dass man durch Vorgabe eines 6 die Wahr-
scheinlichkeit fur eine Einhaltung der Fehlerschranken beliebig hoch treiben kann. So
lassen sich tatsachlich Losungen beliebiger Genauigkeit erzeugen. Es ist also stets
wilnschenswert, ein (¢,6)-FPRASC zur Verfligung zu haben.
Unter Vorgabe eines streng polynomiellen randomisierten Zahl-Approximationsschemas,

lasst sich genau ein solches (¢,d)-Verfahren erzeugen. Dies geschieht durch den ©(log(5))-
maligen Aufruf vom FPRASC-Algorithmus und anschlieBende Mittelung:

Algorithmus 1 (AMPL(A;¢,0,1))
for 7:= 1 to Ts do
N;:= A(l,e);

return Tié SN,
Der folgende Satz formalisiert dieses Ergebnis:

Satz 3 (Wahrscheinlichkeitsverstarkung)
Gegeben:

e #I1 kombinatorisches Zahlproblem
o A ein FPRASC flir #11

e /<1

Mit Ts = 8[In(1)] ist AMPL(Aje,5,1) ein (e,5)-FPRASC fiir #11.

Es ist also tatsachlich mdglich aus einem FPRASC ein (¢,0)-FPRASC zu erzeugen.



5 Monte-Carlo-Methode

5.1 Algorithmus

Die Monte-Carlo-Methode ist ein randomisiertes Verfahren bei dem durch wiederhol-
tes Ziehen von Stichproben aus einer Menge, anschlieBendes Bewerten dieser Stich-
proben und Mittelung Uber die Ergebnisse eine Naherung an einen gesuchten Wert
bestimmt werden kann.

Fdr die hier zu behandelnde Anwendung der Methode auf kombinatorische Zahlpro-
bleme #I1I sei im Folgenden ein Universum U; zur jeder Instanz I gegeben. Die Kardi-
nalitat von U; sei bekannt. Im Zusammenhang der Monte-Carlo-Methode wird U; auch
als Stichprobenraum bezeichnet. Zudem sei mit ¢ = {74 die Expansion des Univer-
sums gegeben. x : Uy — {0, 1} sei die charakteristische Funktion von S(I), die wie
folgt definiert ist:

] 0 sonst.

(1) = { 1 fallsue S(I)

Um den Monte-Carlo-Algorithmus anwenden zu kdnnen, bendtigt man zwei Algorith-
men. Der erste ist ein Algorithmus UG mit Laufzeit O(Poly(|I|)), der Elemente (Stich-
proben) u aus U; ausgibt, so dass fir alle u € U;

Priu wird von UG ausgegeben| = ]
I

gilt. Diesen Algorithmus nennt man auch uniformen Stichprobengenerator. Der zweite
Algorithmus (BEANTWORTER) ist eine effiziente (also mit Laufzeit O(Poly(|1]))) Im-
plementation der charakteristischen Funktion y.

Hat man beide Algorithmen gegeben, kann man damit den Monte-Carlo-Algorithmus
zur Annaherung an das kombinatorische Zahlproblem durchfthren:

Algorithmus 2 (Monte-Carlo-Algorithmus MC(7))

for 1:=1 to T do
(1) ziehe eine Stichprobe u € U; mittels UG;
(2) Y;:=x(u) mittels BEANTWORTER

done;

R:= % : Eszl Yi;

gib Z:=R-|Uj| aus.

In diesem Algorithmus wird also 7" Mal eine Stichprobe aus dem Universum gezogen
und bewertet ob diese Stichprobe in der gesuchten Menge S([) liegt. Der Mittelwert R
tber die Auswertungen nahert sich fur grof3e 7" immer starker der Inversen der Expan-
sion des Universums £~ an. Durch Multiplikation mit der Kardinalitat des Universums
erhalt man eine Naherung fiir die gesuchte GroBe. Diese Aussagen fasst das folgende
Lemma zusammen:

Lemma 3
1. E[R] =&Y (ElY;] = £ folgt aus Uniformitét = Beh.)



2. E]MC(T)] = #(I) (E[MC(T)] = E[Z] =" - |Ui| = #(1))

Da das Lemma nur Aussagen Uber die erwarteten Ergebnisse macht, liegt es nahe
zu fragen, wie grof3 die Abweichungen von diesen Erwartungswerten (die Varianzen
der Zufallsvariablen) sein konnen. Das folgende Lemma gibt Aufschluss dariber, wie
haufig man Stichproben ziehen muss, um die Varianz klein zu bekommen:

Lemma 4

1. Var[R] = —5_1'(1{5_1)

2. Var[MC(T)] = |U; |2 - 20670

Beweis 1
1. Y; sind 0-1-Zufallsvariablen
= VarlY]| = ElY}]- (1 - E[Y}) =& - (1-¢7)

= Var[R] = Var [+ - XL Y| = - X0 Var[y)] = S50

2. Var[MC(T)| = Var(|Us| - R) = [UL]? - Var[R] = |U;|? - S0

5.2 Estimator-Theorem

Das folgende Estimator-Theorem liefert eine Aussage darlber, dass die Wahrschein-
lichkeit fir einen kleinen relativen Fehler bei der Ausgabe des Monte-Carlo-Algorithmus
grof3 ist.

Satz 4 (Estimator-Theorem der Monte-Carlo-Methode)
Gegeben: ¢ > 0, beliebig, aber fest

Mit Te(e) = [ 4 - (€ — 1)] gilt:

3
Pr{MO(Te(e) — #(I)] < e+ #(D)] =
Beweis 2
PrIMC(Te(e)) = #(D)] > ¢ #(1) -
TSChebésCheff 1 Var[MC(T¢(¢)] Lemmata 1 |U1‘2'%
S @ EMOTOR - @ T HDP
_ _ Def.T¢(e)
Def€ 1 - _ 1 1 1
=2 ¢ a2 C- g = 4

Auf den ersten Blick mag man denken, dass dies genau die Definition eines FPRASC
ist. Dies ist aber nicht der Fall, da die Anzahl der Stichproben 7" im Algorithmus linear
in der GrofBe ¢ ist. Dadurch ergibt sich eine Abhangigkeit vom gesuchten Wert #(1),
die bei einem FPRASC nicht vorkommen darf. Schafft man es aber, eine konstante
obere Schranke fir ¢ zu finden wird der Wert 7" unabhangig von der gesuchten Gro3e
und der Algorithmus wird genau zu einem FPRASC.

Eine solche Abschatzung ist aber nicht fir alle Probleme identisch, so dass man kon-
kret fir jedes Problem, auf dass man den Algorithmus anwenden mdchte, eine solche
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Schranke finden muss. Dies wird unter anderem im folgenden Abschnitt anhand des
Beispiels # DN F vorgefihrt.

6 Anwendungsbeispiel: # DNF
6.1 Grundidee

Setzt man die Methoden und Algorithmen aus den vorhergehenden Abschnitten zu-
sammen, so bekommt man eine Art Rezept fur die Fertigstellung eines Approximati-
onsalgorithmus fur kombinatorische Zahlprobleme. Bendtigt wird ein ,Verninftiges Uni-
versum fur S(7), eine Abschatzung fur ¢, ein BEANTWORTER-Algorithmus und ein uni-
former Generator fir das Universum. Damit kann man den Monte-Carlo-Algorithmus
ausfihren und erhalt grob formuliert fir # DN F' folgendes Ergebnis:

Es gibt ein (e,0)-FPRASC fiir #-DN F mit der Laufzeit O(const - n - £ - log(3))

Sei im Folgenden das DNF-Zahlproblem gegeben, wie es im ersten Abschnitt als Bei-
spiel angegeben wurde:

Beispiel 4 (DNF-Zahlproblem #DN F)

Gegeben:

Probleminstanz ¥ ist Boolsche (n,m)-Formel in DNF tber n VariablenV = {xy, ..., z,}

Also: ¥ = Cy v ...V C,, mit C; Monome der Lange k; bestehend aus Literalen x; und
Zr. (Pro Monom kommt eine Variable maximal einmal vor.)

Gesucht:

Anzahl #(V) der zuldssigen Belegungen, d.h. Belegung v : V. — {TRUE, FALSE}
der Variablen so, dass V¥ erf(llt wird (u(¥)=TRUE).

6.2 Wahl des Universums fur # DNF

Um ein ,vernlnftiges® (also moglichst kleines) Universum flr #D N F angeben zu kon-
nen mache man zunachst folgende zwei Bemerkungen.

Bemerkung 1
Erfullende Belegungen fir v sind einfach bestimmbar, da die Erfillung einer Klausel
ausreicht.

Bemerkung 2
Die Anzahl #(C;) der erfiillenden Belegungen einer einzelnen Klausel C; ist unmittel-
bar berechenbar.

Die erste Bemerkung wird klar, wenn man bedenkt, dass eine DNF eine ,Veroderung*
von Monomen ist. Ist ein Monom (eine Klausel) erfillt, wird die gesamte DNF erflillt.
Eine solche Bemerkung hilft beim Bestimmen einer erflllenden Belegung fir eine DNF.
Daflr wahlt man einfach die Variablen so, dass ein Monom erflillt wird und ,wrfelt* alle
restlichen Variablen aus.

Flr das genaue Verstandnis der zweiten Bemerkung ist folgendes Lemma natzlich:
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Lemma 5
Gegeben: C = [, \... Nl Klausel der Boolschen (n,m)-Formel v in DNF aus k Literalen.

Dann gilt: Es gibt genau 2"~* Belegungen, die C erfiillen. = #(C) = 2"k,

Der Beweis ist ein einfaches Abzahlargument.

Nun kann man sich far das #DN F-Problem die Menge, deren Kardinalitat bestimmt
werden soll, ndher anschauen. Dabei erkennt man folgende Beziehung:

m

S(W) = | J{uluer fiillt Cj}

j=1

= U{u|u er fullt C;, aber kein Cy, k < j}

j=1
Zu dieser Darstellung der Menge lasst sich ein Menge angeben, bei der offensichtlich
die Kardinalitat identisch ist:

S'() = U{(u,j)|u er fullt C;, aber kein Cy, k < j}

j=1
Es gilt also:
#(V) = [S(P)] = |5"(V)]
Aber zu der neu definierten Menge S’(¥) kann man wiederum leicht eine Obermenge
angeben, deren GroBe bekannt ist. Das Universum fiir S’() ist also:

Definition 10 (Ein Universum fiir S'(\))

Uy = {(u,j)|uerfillt C;}

m

— U{(u,j)]u er fullt C;}

j=1

Dass es sich bei der Menge Uy um eine Obermenge handelt, sollte direkt ersichtlich
sein. Die exakte GroRe dieser Menge ergibt sich durch Anwendung des Lemmas 5 zu:

m

Ug| =) 2"

j=1

Dies ist klar, da das Universum die disjunkte Vereinigung tber erflllende Belegungen
fur jeweils genau eine Klausel ist. Die Anzahl der erflllenden Belegungen pro Klausel
ergibt sich genau aus dem Lemma.



6.3 Abschatzung fiir ¢

Als nachster Schritt muss eine obere Schranke fir die Expansion des Universums
gefunden werden. Diese liefert uns das Expansionslemma:

Lemma 6 (Expansionslemma)

(m die Anzahl der Klauseln)

Beweis 3

Das Universum Uy = Ji",{(u, j)|u er fillt C;} enthélt Tupel die aus allen erfiillenden
Belegungen v und Werten j mit j = 1,...,m bestehen. j kann offensichtlich m Werte
annehmen. v nimmt genau so viele Werte an, wie es erfiillende Belegungen gibt, also
|S(V)|. Damit folgt: |Uy| < m - |S(V)|, was zur Behauptung fiihrt.

6.4 BEANTWORTER-Algorithmus

Als weiterer wichtiger Schritt zur Anwendung des Monte-Carlo-Algorithmus gilt das
Auffinden eines deterministischen Polynom-Zeit-Algorithmus flr die charakteristische
Funktion x von S’(¥) mit

) 1 alls 7 = min{k|u er fullt C
X((%J))Z{ 0 f(mst_j tkfu erf &

Ein solcher Algorithmus ist aber schon durch eine leicht modifizierte Auswertung der
DNF gegeben, die ganz offensichtlich deterministisch in Zeit O(m - n) moglich ist.

6.5 Uniformer Generator fiir das Universum

Die letzte ,Zutat” die noch fehlt, ist der Uniforme Generator UG. Dieser lasst sich durch
folgenden Algorithmus beschreiben:

Algorithmus 3 (UG)

1. wiirfele ein j€{l,..,m} mit Wahrscheinlichkeit

2. setze die in Cj auftauchenden Variablen so, dass C; wahr wird;

3. wiirfele eine Belegung der restlichen Variablen;

4. gib j und die teils berechnete, teils gewlirfelte Belegung u aus.
UG ist genau der gesuchte Algorithmus, wie folgendes Lemma zeigt:

Lemma 7
Algorithmus UG ist ein uniformer Generator fiir Uy.
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Beweis 4
Sei u, j beliebig aber fest. Dann gilt:
Pr((u,j) € Uy wird gewdahlt]
= Pr[j € {1,..,m} wird in Zeile 1 ausgewiir felt

A die Cj er fullende Belegung u wird ausgegeben)
j wird vom Algorithmus mit Wahrscheinlichkeit % ausgewldirfelt. Dass eine erftillende
Belegung fir C; ausgegeben wird ist durch die Formulierung des Algorithmus klar. Es
bleibt also als anzugebende Wahrscheinlickeit flir das zweite Ereignis die Wahrschein-
lichkeit, mit der genau v und nicht eine andere erflillende Belegung ausgegeben wird.
Diese Wahrscheinlichkeit ergibt sich aus der Anzahl der méglichen erftillenden Bele-

gungen fir C; zu ﬁ Es folgt:

2nk; 1 1

Pr{(u,j) € Uy wird gewihlt] = T T = 04

6.6 Monte-Carlo-Algorithmus

Mit dem Universum U,,, der oberen Schranke flr die Expansion ¢, dem BEANTWORTER-
Algorithmus und dem uniformen Stichprobengenerator UG sind alle nétigen Vorausset-
zungen gegeben, um den Monte-Carlo-Algorithmus (MC) ausfihren zu konnen. Daflr
gilt nun folgender Satz:

Satz 5
Mit T (e,8) = [m- 5 In 2] ist Algorithmus M C (T (e, )) ein (¢, 8)-FPRASC fiir # DN F der
Laufzeit O(m? -n - £ -log 3).

Beweis 5

Der Beweis ergibt sich durch das Zusammenfigen aller bisher zusammengestellten
Informationen:

Zunéchst fihrt man den Monte-Carlo-Algorithmus fiir das Universum U, aus. Das
Estimator-Theorem liefert eine Abschétzung flir Fehlerwahrscheinlichkeit:

PrIMO(TL(0) ~ #(D)] < € #(1)) 2 >
Diese macht den Monte-Carlo-Algorithmus aber noch nicht zu einem FPRASC. Durch
die Hinzunahme der Abschétzung flr die Expansion (Expansionslemma) erfillt er ge-
nau die Anforderungen an ein FPRASC.
Aus dem FPRASC wird dann mit dem Satz 3 zur Wahrscheinlichkeitsverstarkung und
dem dazugehdrigen Algorithmus ein (e, §)-FPRASC. Rechnet man die ganzen Laufzeit-
Werte durch, bekommt man genau das Ergebnis aus dem Satz.

Insgesamt lasst sich also ein (¢, §)-FPRASC fiir die Approximation des kombinatori-
schen Zahlproblems # DN F' angeben.
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7 Zusammenfassung

Ziel dieser Ausarbeitung war es, Verfahren vorzustellen, um kombinatorische Zahl-
probleme approximativ zu l6sen. Dies wird notig, da diese Problemklasse vermutlich
schwer zu berechnen ist. Die in den ersten Abschnitten vorgestellten Verfahren liefern
ein generelles Schema, um sich solchen Problemen zu nahern. Dieses Schema wurde
beispielhaft auf #DN F angewandt und liefert als Ergebnis ein (¢, §) - streng polynomi-
elles randomisiertes Zahl-Approximationsschema.

Literatur

[1] Rolf Wanka: Approximationsalgorithmen - Eine Einflihrung.
B.G. Teubner, Stuttgart-Leipzig, 2006

12



