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Einleitung Idee

Approximative Losung von kombinatorischen Zihlproblemen

Verwendung der Methode der Expansion des Universums und von
Randomisierung zur Approximation
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Einleitung Definitionen

Definition (kombinatorisches Optimierungsproblem 1)

Gegeben durch:

@ D: Menge der (zulassigen) Eingaben

@ S(Z) mit | € D: Menge der zuldssigen Losungen zu Eingabe /
o f:S(I) — N7° (Bewertungsfunktion)

o ziel € {min, max}

Gesucht:
fir I € D eine Lésung oopr € S(I) so dass

f(oopt) = ziel{f(o) | o € S(I)}
OPT(I) = f(oopt) ist der Wert einer optimalen L&sung.

0 20. September 2007 4 /39



Einleitung Definitionen

‘

Definition (kombinatorisches Zahlproblem #0M)

Gegeben:

kombinatorisches Optimierungsproblem [1

Gesucht:

#(1) = |S(1)| (Anzahl zulassiger Lésungen zu Probleminstanz /)

.

Beispiel (Rucksack-Zahlproblem #RUCKSACK)

Gegeben: RUCKSACK (Standard-Knappsack-Problem)
Gesucht: Anzahl der Rucksackfiillungen, die maximales Fiillgewicht nicht
liberschreiten

A,

Beispiel (Farbungen-Zahlproblem # COLy)

Gegeben: COLy (Graph-Farbbarkeitsproblem mit k Farben)
Gesucht: Anzahl der korrekten Knotenfarbungen mit < k Farben

v
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Einleitung Definitionen

Beispiel (DNF-Zahlproblem #DNF)

Gegeben:
Probleminstanz W ist Boolsche (n,m)-Formel in DNF iiber n Variablen
V ={x1,.... xn}

Also: V = (1 V...V Cy, mit C; Monome der Lange k; bestehend aus
Literalen x; und X. (Pro Monom kommt eine Variable maximal einmal
vor.)

Gesucht:

Anzahl der zuldssigen Belegungen, d.h. Belegung

by : V — {TRUE, FALSE} der Variablen so, dass W erfiillt wird.
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Einleitung Komplexitit der Aufgabe

Komplexitat (1)

Komplexitatsklasse #P

In #P sind die Zahlprobleme enthalten, deren zugehorige
Entscheidungsprobleme in NP liegen.

Ein Problem p in #P ist #P-vollstandig, wenn sich alle Probleme aus #P
mittels Polynomialzeitreduktion auf p reduzieren lassen.

| \

Lemma

Wenn P = NP, dann lassen sich # P-vollstandige Probleme in Poly-Zeit
losen.

A\
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Einleitung Komplexitit der Aufgabe

Komplexitat (2)

#DNF st # P-vollstandig.
A Polynomzeit-Algorithmus fiir #DNF.
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Expansion des Universums
Expansion des Universums

Idee der Expansion
o Erweiterung der Menge der erlaubten Lésungen S(/) auf eine
Obermenge U,
@ Berechnung der Kardinalitat von U,
@ Abschatzung des Verhaltnisses der Kardinalitaten
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Expansion des Universums Definitionen

Definition (Expansion des Universums)

Gegeben:

@ / Instanz von #I1
e U; Menge mit S(/) C U; mit |U,| bekannt
U, ist das Universum von S(/)
¢ - Uil _ Ui
#(1)  1S(D)

¢ ist die Expansion des Universums
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Expansion des Universums Definitionen

Definition der relativen Glite

Gegeben:

@ #I1 kombinatorisches Zahlproblem
o #(I) exakte Losung
@ Approximationsalgorithmus A

e A(I) approximative Lésung des Problems
(mit A(I) < #(1) und A(l) > #(I) erlaubt)

Definition (Relative Giite pa)

relative Giite der Approximation:

. A(l) #(1)
pall) = "”X{mm}

pa(n) ist relative Giite bei Eingaben der Lange < n.

v
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Expansion des Universums Definitionen

Mit |1| = n gilt:

1

G EU) < AU < palr) ()
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Expansion des Universums Zentraler Satz

Expansion des Universums

Sei s eine obere Schranke fiir £, also: € < s.
Dann hat die Approximation
Ui

Al) = =L

fiir den Wert #(1) relative Giite von /s.
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Randomisierte Approximationsschemata Definitionen

Approximationsschemata

Gegeben:

@ #I1 kombinatorisches Zahlproblem

@ A Algorithmus der A(/, €) berechnet (unter Eingabe von Instanz / von
#Mund vonemit 0 <e <1

Definition (polynomielles Z&hl-Approximationsschema (PASC))

A ist PASC fiir #T1, falls A deterministisch, Laufzeit von A
T(A) = O(poly([)) und:

[A(, €) = # (1] < e#(1)

Definition (streng polynomielles Zihl-Approximationsschema (FPASC))
A'ist PASC und T(A) = O(poly(|/], 1))
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Randomisierte Approximationsschemata Definitionen

Definition (polynomielles randomisiertes Zihl-Approximationsschema

(PRASC))
A hat Laufzeit T(A) = O(poly(|l|)) und es gilt:

Pri|A(, €) — #(1)] < € #(1)] = %

Definition (streng polynomielles randomisiertes

Z3hl-Approximationsschema (FPRASC))
Aist PRASC und hat Laufzeit T(A) = O(poly(|/],1))

Definition ((¢,0)-FPRASC)

A ist ein FPRASC mit zusatzlicher Eingabe § mit 0 < § < 1, hat Laufzeit
T(A) = O(poly(|1],%,log(}))) und erzeugt eine Ausgabe A(/, €, ) mit:
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Randomisierte Approximationsschemata Wabhrscheinlichkeitsverstarkung

Wahrscheinlichkeitsverstarkung

Es ist moglich, aus einem FPRASC ein (€,0)-FPRASC zu machen.
Dies geschieht durch den ©(log(}))-maligen Aufruf vom
FPRASC-Algorithmus:

Algorithmus AMPL(A;e,0,1)

for 7:= 1 to Ts do

Ny:= A(lLe);
return T%; : Zz—il N;
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Randomisierte Approximationsschemata Wabhrscheinlichkeitsverstarkung

Algorithmus AMPL(A;e,0,1)

for 7:= 1 to Ts do
N-:= A(l,e);

return T%; : Zz—il N,

Satz (Wahrscheinlichkeitsverstarkung)

Gegeben:

@ #I1 kombinatorisches Zihlproblem
@ A ein FPRASC fiir #TI1

e <1
Mit Ts = 8ﬂn(%ﬂ ist AMPL(A;e,d,1) ein (€,0 )-FPRASC fiir #I1.
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Monte-Carlo-Methode Voraussetzungen

Monte-Carlo-Methode - Voraussetzungen

Gegeben:

@ #I1 kombinatorisches Zahlproblem

@ U; Universum zu jeder Instanz | mit bekanntem |Uj]
(Nenne hier U, Stichprobenraum.)

e &= Jéﬁ(lll Expansion des Universums
@ T Anzahl an Wiederholungen im Monte-Carlo-Algorithmus
e x : U — {0,1} charakteristische Funktion von S(/), mit:

(1) = { 1 falls ue S(I)

sonst.
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Monte-Carlo-Methode Voraussetzungen

@ Es gibt einen Algorithmus UG der mit Laufzeit O(Poly(|/|)) Elemente
(Stichproben) u aus U, ausgibt, so dass fiir alle u € U, gilt:
1

Pr[u wird von UG ausgegeben] = 7]
I

Dieser Algorithmus heiBt Stichprobengenerator.

@ Es gibt einen Algorithmus BEANTWORTER, der x in Zeit
O(Poly(|1])) berechnet.
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Monte-Carlo-Methode Monte-Carlo-Algorithmus

Monte-Carlo-Algorithmus MC(T)

for i:=1 to T do
(1) ziehe eine Stichprobe u € U; mittels UG;
(2)  Y;:=x(u) mittels BEANTWORTER

done

R = ; ZI:]. i
R-|

1.
gib Z := Uj| aus.

Lemma

Q@ E[R|=¢Y  (E[Yi] = &7 folgt aus Uniformitit = Beh.)
@ E[MC(T)|=#(I) (EIMC(T)]=E[Z]=¢""-|Uil =#(]))
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Monte-Carlo-Methode Monte-Carlo-Algorithmus

Wie groB muss T gewahlt werden, damit der Fehler klein wird? J

-1, 1— -1

Q@ Var[R] = (07
—1.(1_¢—1
@ Var[MC(T)] = |yj2 - =)
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Monte-Carlo-Methode Monte-Carlo-Algorithmus
Lemma

Q Var[R] = 7571'(1_571)
Q@ Var[MC(T)] = U2 - £20=¢70

Beweis.

@ Y sind 0-1-Zufallsvariablen
= Var[Yi] = E[Y]] - (1 - E[Y]) =& (1-¢7)
= Var[R] = Var{ S Y} % S, VarlYi] =

@ Var[MC(T)] = Var||U| - R] = |U|? - Var[R] = |Uj? - 575)

161)
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Monte-Carlo-Methode Estimator-Theorem

Satz (Estimator-Theorem der Monte-Carlo-Methode)

Gegeben: € > 0, beliebig, aber fest
Mit Te(e) =[5 - (€ —1)] gilt:

PrIMC(Te(e)) — #(1)| < e #(1] >

Beweis.
PAIMC(Te(e) —#(1)| = ¢ #()) o
Tschelz/scheff 1 Var[MC(Te(e)] Lemmata 1 |Ul|2'5 7(';(75 :
= &2 EMC(Te(e) T €T #DE
3 5 Def . T¢(e)
Def ¢ e ¢
=S ian o gg < i -
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Monte-Carlo-Methode Estimator-Theorem

Satz (Estimator-Theorem der Monte-Carlo-Methode)

Gegeben: € > 0, beliebig, aber fest
Mit Te(e) =[5 - (€ —1)] gilt:

W

PriIMC(Te(e)) — #(1)| < e-#(1)] =

Bemerkung

@ Das Theorem liefert mit MC(T¢(€)) nicht direkt fiir jedes
Zahlproblem, das Universum mit uniformem Generator und
Beantworter ein FPRASC.

@ Problem: T¢(e) linear in &
— Abhangigkeit von dem Wert #(/)

@ Deshalb: Abschatzung fiir £ notig.
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Anwendungsbeispiel: # DNF

Anwendungsbeispiel:

# DNF
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Anwendungsbeispiel: # DNF

e ,verniinftiges" Universum fiir S(/)

@ Abschatzung fiir &

o BEANTWORTER-Algorithmus

@ Uniformer Generator fiir das Universum

@ Monte-Carlo-Algorithmus

Ergebnis

Es gibt ein (¢,0)-FPRASC fiir #DNF mit der Laufzeit
O(const - n - % . Iog(%))
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Anwendungsbeispiel: # DNF
Wiederholung

Beispiel (DNF-Zahlproblem #DNF)

Gegeben:
Probleminstanz W ist Boolsche (n,m)-Formel in DNF iiber n Variablen
V ={x1,....xn}

Also: V = (1 V...V Cy, mit C; Monome der Lange k; bestehend aus
Literalen x; und Xx. (Pro Monom kommt eine Variable maximal einmal
vor.)

Gesucht:

Anzahl #(WV) der zulassigen Belegungen, d.h. Belegung

u:V — {TRUE, FALSE} der Variablen so, dass W erfiillt wird
(u(W)=TRUE).
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Anwendungsbeispiel: # DNF

Wahl des Universums fiir # DNF (1)

© Erfiillende Belegungen fiir W einfach bestimmbar, da die Erfiillung
einer Klausel ausreicht

@ Anzahl #((;) der erfiillenden Belegungen einer einzelnen Klausel C;
unmittelbar berechenbar

Zu (1): Wahle erfiillende Belegung fiir eine Klausel und wiirfele
verbleibende, unbelegte Variablen aus.

Zu (2):

Gegeben: C = /1 A ... Al Klausel der Boolschen (n,m)-Formel W in DNF

aus k Literalen.
Dann gilt: Es gibt genau 2"~ Belegungen, die C erfiillen.

= #(C) =2k,
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Anwendungsbeispiel: # DNF

Wahl des Universums fiir # DNF (2)

Neue Menge mit gleicher Kardinalitat wie S(WV)

S(v) = O{u!u erfillt C;}

j=1
m
= U{u!u erfullt C;, aber kein Cy, k < j}

j=1

m
S'W) = |J{(u,f)lu erfiillt Cj,aber kein Cy, k < j}
j=1

#(W) = |S(V)| = |S'(V)| ]
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Anwendungsbeispiel: # DNF

Wahl des Universums fiir # DNF (3)

m

S'(v) = U{(u,j)|u erfullt Cj, aber kein Cy,k < j}

.
Il
—
A\

Universum

Uv = {(u,j)|u erfillt C;}

m

= [ J{w v erfiilit G}

j=1

Es gilt: S'(V) C Uy )
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Anwendungsbeispiel: # DNF

Uy = (J{(u,))|u erfiillt G}

j=1

mit Lemma folgt:

Kardinalitat des Universums

m
|U\U| _ Z 2n—kj
j=1
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Anwendungsbeispiel: # DNF

Abschatzung fiir £

Lemma (Expansionslemma)

(m die Anzahl der Klauseln)

v
Beweis.

Q Uy = UL {(u,))|u erfiillt C;} enthdlt Tupel aus allen erfiillenden
Belegungen u und Werten j mit j=1,....m

@ Anzahl der erfiillenden Belegungen: |S(W)|
= |Uy| < m- |S(W)| O
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BEANTWORTER-Algorithmus

Deterministischer Polynom-Zeit-Algorithmus zur charakteristischen
Funktion x von S'(W) mit

. 1 falls j = min{k|u erfullt C
X((U,J))Z{ 0 o] A k)

Algorithmus
Einfaches Auswerten der DNF nétig

= deterministisch in Zeit O(m - n) méglich
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Anwendungsbeispiel: # DNF

Uniformer Generator fiir das Universum (1)

Algorithmus UG

n—k;
O wiirfele ein j € {1,...,m} mit Wahrscheinlichkeit %Ugf;

@ setze die in C& auftauchenden Variablen so, dass C& wahr
wird;

© wiirfele eine Belegung der restlichen Variablen;

©Q gib j und die teils berechnete, teils gewiirfelte
Belegung u aus.

Algorithmus UG ist ein uniformer Generator fiir Uy .
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Anwendungsbeispiel: # DNF

Uniformer Generator fiir das Universum (2)

Algorithmus UG ist ein uniformer Generator fiir Uy.

Beweis.

Pr[(u,j) € Uy wird gew3ahlt]
= Pr[j € {1,..,m} wird in Zeile 1 ausgewrfelt
A die C; erfiillende Belegung u wird ausgegeben]

Mit Wahrscheinlichkeit 2 ‘ | fUI’j und Wahrscheinlichkeit nE k fiir
tatsachliche Wahl von u, folgt:
2=k 1 1

Pr[(u,j) € Uy wird gewahlt] = ol 25— Oy

Ol

v
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Anwendungsbeispiel: # DNF
Monte-Carlo-Algorithmus

Wiederholung:

Forderungen

@ uniformer Stichprobengenerator fiir das Universum
@ Algorithmus BEANTWORTER, der x berechnet

Monte-Carlo-Algorithmus anwendbar J

Mit T(e,0) = [m- ;iz In %] ist Algorithmus MC(T (e, ?)) ein (¢,6)-FPRASC
fiir #DNF der Laufzeit O(m2 -n- % - log %)
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Anwendungsbeispiel: # DNF

Mit T(e,8) = [m- % In 3] ist Algorithmus MC(T (e, 6)) ein (e, 8)-FPRASC
fiir # DNF der Laufzeit O(m? - n- 1 - log }).

Beweis.

@ Verwende Monte-Carlo-Algorithmus
@ Estimator-Theorem liefert Abschatzung fiir Fehlerwahrscheinlichkeit
3
PrIMC(Te(e)) = #(NI < e-#(N] =
© Abschitzung fiir Expansion (Expansionslemma) macht aus dem
Monte-Carlo-Algorithmus ein FPRASC

@ Anwendung des Satzes iiber die Wahrscheinlichkeitsverstarkung
macht aus FPRASC ein (¢, 6)-FPRASC.

Ol

4
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Zusammenfassung

Zusammenfassung

Herausforderung
Kombinatorisches Zahlproblem approximativ 16sen

Methoden

@ Expansion des Universums
@ Monte-Carlo-Algorithmus

e Uniformes Sampling
o BEANTWORTER

Zentrales Ergebnis

Estimator-Theorem

Anwendung
Approximations-Algorithmus fiir #DNF
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Zusammenfassung

Fragen?
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