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Zusammenfassung

Wir betrachten Approximationsalgorithmen flif?-schwere Probleme, die den Zusammenhang von
Graphen betreffen. Dabei beschéaftigen wir uns zundchst mit dem Problem einem minivfalgn
kanten-/knotenzusammenhéngenden Teilgraphen in einem ungerichteten Graphen zu finden. Insbeson-
dere stellen wir fir den Kantenzusammenhangsfall Polynomzeitalgorithmen fiir gewichtete und unge-
wichtete Graphen vor mit Approximationsguten von 2 uhe 1/A. AnschlieRend geben wir einen
1, 645-Apprxoimationsalgorithmus fir das Problem an, in einem gegebenen gerichteten Graphen einen
minimalen stark zusammenhangenden Teilgraphen zu finden.

1 Einleitung

Wir beschéfitgen uns mit dem Zusammenhang von Graphen (siehe Anhang A). Die hier diskutierten Proble-
me tauchen in natirlicher Weise in Netzwerkstrukturen auf, wenn es darum geht die Kommunikationmdg-
lichkeit (Erreichbarkeit) zwischen zwei Knotenpunkten zu einem bestimmten Grad sicherzustellen. Dabei
entsprechen Knotenpunkte den Knoten eines Graphen und Kanéle bzw. Verbindungen den Kanten eines
Graphen. Gerichtete Kanten stellen dabei unidirektionale, und ungerichtete Kanten bidirektionale Kanéle
dar. Die Gewichtung von Kanten kann verschiedene Zwecke wie z.B. raumliche Distanz oder Bandbreite
reprasentieren.

Definition 1. Sei\ € N. Ein GraphG heilt A\-fach kanten-/knotenzusammenhangend (im ka# 1
einfach zusammenhéngend), falls fir alley € V(G) mindestens\ kanten-/knotenunabhéngige Pfade
vonu nachw existieren.

Aquivalent zu der Bedingung aus Definition 1 ist fi2> 2 die Bedingung, dass das Entfernen vona 1
Kanten/Knoten aus dem Graphen den Graphen zusammenhéngend lasst. Man kann auRerdem leicht fest-
stellen, dass Knotenzusammenhang eine stéarkere Forderung an den Graphen stellt, oder geidaeh Ein
knoterzusammenhangender Gra@hist insbesondere auchifachkanterzusammenhangend.

In Abschnitt 2 widmen wir uns folgendem Problem zu ungerichteten Graphen: Gegeben sei ein ungerich-
teter (evtl. gewichteter)-fach kanten-/knotenzusammenhéngender Géghinde einen minimalen Teil-
graphernG, C G, der-fach kanten-/knotenzusammenhéangend ist. Im allgemeinen Fall (bereits-fi)

sind diese Problem& P-schwer. Wir werden uns hier hauptséchlich dem einfacheren Fall des Kantenzu-
sammenhangs widmen und zum Knotenzusammenhang nur eine kurze Anmerkung machen. Der Untersu-
chung des Kantenzusammenhangs kdnnen dabei gewichtete oder ungewichtete Graphen zugrunde liegen,
wobei der ungewichtete Fall ein Spezialfall des gewichteten ist, ndmlich mit der Einschrankung der Kanten-
gewichte aufi oderoo. Im Falle von gewichteten Graphen stellen wir eifefipproximationsalgorithmus

aus [7] vor, wéahrend wir im ungewichteten Fall mit einem verfeinerten Linearzeit-Algorithmus (siehe [8])
eine Approximationsgute voh— 1/ erreichen.

In Abschnitt 3 untersuchen wir gerichtete Graphen. Wir betrachten das Problem, bei dem ein gerichteter,
stark zusammenhéngender Graglgegeben ist, und nach einem minimalen stark zusammenhangenden
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TeilgraphenG, C G gefragt wird. Fur dieses Problem geben wir einen Approximationsalgorithmus mit
Gitel, 645 aus [6] an.

2 Das Kantenzusammenhangsproblem

Gegeben sei eine Zall € N und ein ungerichtetek-fach kantenzusammenhangender Grgph\ir
suchen einen minmalek-fach kantenzusammenhangenden Teilgraphen@amd betrachten zunachst
den Fall, das€7 gewichtet ist. Hinterher gehen wir auf den Spezialfall ein, wéhein ungewichteter
Graph ist.

2.1 Der gewichtete Fall

Wir présentieren einen Algorithmus aus [7]. Die Idee ist es, das Problem auf folgendes Optimierungspro-
blem zurlickzufiihren: Gegeben ein gewichteter, gerichteter Grdhheine Wurzel € V(GP), sowie

eine Zahl\ € N, finde einen minimalen Teilgraphdd” C GP, der fur allev € V(GP) mindestens\
kantenunabhéngige Pfade voru v hat. Dieses Problem lasst sich exakt in Polynomzeit I6sen (siehe [4],
[2]). Der Algorithmus fir das urspriingliche Problem geht dann wiefolgt vor:

WEIGHTED EDGE-CONNECTIVITY
(1) WandleG in einen gerichteten Graphe®” um, indem jede Kantdu,v} € E(G) durch zwe
Kanten(u,v), (v, u) jeweils mit Gewichtw({u, v}) ersetzt wird, und wéhle eine beliebige Wurzel
r e V(GP).

(2) Wende oben beschriebenen Algorithmus @it an und erhaltd/? C GP.

(3) Wandle H” in einen ungerichteten Graphei um, wobei die Kanten vordd durch E(H) =
{{u,v} | (u,v) € E(HP) oder(v,u) € E(HP)} definiert sind.

(4) Gib H zurtck.

Wir beweisen die Korrektheit des Algorithmus und die Approximationsgute2vanithilfe der folgenden
2 Lemmas:

Lemma 2. H ist A\-fach kantenzusammenhéangend.

Beweis.Angenommen,H sei nicht A-fach kantenzusammenhangend. Dann gibt es einen Schnitt
E(H) von héchstens, — 1 Kanten (d.h|C| < A — 1), der H in mindestens zwei verschiedene Zusam-
menhangskomponenteh B C V(H) trennt. O.B.d.A. seir € A. Da B nichtleer ist, existiert eim € B.

Da in HP mindestens\ kantenunabhéngige (gerichtete) Pfade vorachv existieren, muss es auchfh
mindestens\ solche kantenunabhangigen Pfade geben. Dies ist ein Widerspruch dazd, elasSchnitt
ist, da mindestens einer der Pfade nach dem Entfernei@vanch vollstandig im GrapheH vorhanden
sein muss.

Lemma 3. SeiOPT das Gewicht einer optimalen Lésung. Dann gi(tE'(H)) < 20PT.

Beweis.SeiGo C G eine optimale Losung (d.lu(F(Go)) = OPT). Wandle nunG wie in Schritt 1

des Algorithmus in einen gerichteten Graph&f um. Dann istG5 C GP undw(E(GE)) = 20PT.

Da der ungerichtete Grapgho A-fach kantenzusammenhéngend ist, gibt es in dem gerichteten Graphen
G fur alle Knotenr € V(GE) mindestens\ kantenunabhangige gerichtete Pfade zu jedem anderen
Knotenv € V(GE). Der in WEIGHTED EDGE-CONNECTIVITY in Schritt (3) gefundene TeilgrapH”

hat daher héchstens ein genauso groRes Gewichtfied.h.w(E(HP)) < w(E(GE)) = 20PT. Nach
Konstruktion gilt zudemw(E(H)) < w(E(H?P), woraus sofort die Behauptung folgt.

2.2 Der ungewichtete Fall

Wir betrachten nun den Fall, bei dem der Eingabegr&@ptingewichtet ist. Man beachte, dass wir den
Algorithmus aus dem vorigen Abschnitt fir diesen Fall Gbernehmen kénnen und er auch hier eine Appro-



ximationsgute vor liefert. Wir kénnen diese Guite mit etwas Arbeit jedoch noch etwas verbessern. Um
genauer zu sein werden, wir einen Algorithmus mit Approximationsgiite /\ vorstellen.

In [8] wird ein Algorithmus beschrieben, der flr einen ungewichteten, ungerichteten Grapkiaen\-
fach kantenzusammenh&ngenden Teilgraphen mit hochstEil&)| Kanten ausgibt. Dieser liefert uns fur
den ungewichteten Fall neben dem Algorithmus aus dem vorigen Abschnitt einen wei&ppnoxima-
tionsalgorithmus, denn: In einer optimalen LosuRg muss jeder Knoten mindestens Gratdaben, also
B(Go) > G,

Die Idee, um diese Approximationsgiite & 1/ zu driicken, ist wiefolgt: Wir méchten einen "guten
Starter“finden, d.h. einen "guten"2-fach zusammenhangenden Teilgraphen, den wir dann zA-fzicem
kantenzusammenh&ngenden Teilgraphen erweitern. Der Gewinry¥adn der Approximationsgute wird
dabei genau durch den "guten Starterérreicht. Damit ist auch klar, warum der Gewinn fingrofer
unbedeutender wird.

2.2.1 Ein guter Starter: Erweiterte Tiefensuche

Den guten Start erreichen wir, indem wir eine modifizierte Tiefensuche (DEfthFirst Search) auf dem
Graphen ausfiihren. Fir eine formale Beschreibung des Algorithmus verweisen Wir auf [7], wir wollen hier
eine ausfuhrliche, unformale Beschreibung angeben.

Die Idee ist, dass uns die Tiefensuche einen 1-fach kantenzusammenhangenden Teilgraphen (n&mlich einen
Baum) liefert und wir daraus einen 2-fach kantenzusammenhangenden Graphen machen kénnen, indem wir
jede Baumkante durch eine weitere "absichern”. Dieses Absichern geschieht in dem Moment, in dem wir
einen Knoterv bei der Tiefensuche endgiiltig verlassen wollen. Wir Gberpriifen dann, ob die Kaote

v zu seinem Vorgangei im aktuellen Teilgraphen eine Briicke — d.h. eine Kante, deren Entfernen den
Graphen trennt — ist. Ist dies der Fall, so muss diese Kanteeh abgesichert werden und wir fligen zum
aktuellen Teilgraphen die "beste" Kante hinzu, @@bsichert. Was ist nun die "beste" Kante? Nun, da wir

eine Tiefensuche durchflihren, wissen wir, dass wir alle Knoten aus dem Unterbawrsaloom endgiltig
verlassen haben und deren Kanten schon abgesichert haben (d.h. der Unterbauist bemneits 2-fach
kantenzusammenhéngend). Es gibt aber noch Kanten zwischen der Baumwurzeldimgotenzielle
Briicken sind. Die "beste" Kante ist in diesem Moment also diejenige, die am meisten von den weiteren
potenziellen Bricken mit absichert. Konkret heil3t das, dass wir die Kante suchen, dieodsr aus

dem Unterbaum von so nah an die Wurzel herankommt wie mdglich. Alle Kanten bis dorthin sind dann
offensichtlich auch abgesichert und somit keine Briicken mehr.

Es sei angemerkt, dass man mit entsprechenden Datenstrukturen diesen Algorithmus in linearer Laufzeit
implementieren kann (siehgl [7]). Wir nennen diesen Algorithmus X-DFS. Es ist klar, dass dieser einen
2-fach kantenzusammenhangenden Graphen liefert. Zudem gilt:

Lemma 4. SeiOPT die minimale Anzahl Kanten eines 2-fach kantenzusammenh&angenden Teilgraphen
vonG. Dann gilt|[E(X-DFS(@))| < 3/20PT.

Beweis.Um ‘E(xg# nach oben abzuschéatzen, bendétigen wir untere SchrankérHiir. Offensicht-

lich gilt OPT > n, da der zuOPT gehtrende Graph 2-fach kantenzusammenhangend sein muss. Wir
wollen zusatzlichkO PT > 2k zeigen, wobek die Anzahl der Riickkanten ist, die wir in X-DFS zur Absi-
cherung hinzufiigen. Dazu definieren wir folgende Partition des Gragh®&gzeichne mif” den Baum,

der bei der Tiefensuche von X-DFS entsteht (also den Ausgabegraphen ohne die zur Absicherung hinzu-
gefugten Rickkanten). Entferne dlislie Kanten, die in der Ausfuihrung von X-DFS als Briicken erkannt
wurden und abgesichert werden mussten. Dieses Entfernen §paitgenauk + 1 Zusammenhangskom-
ponenterCy, Cy, ..., Cr41 auf. Diese bilden eine Partition van(G).

Man kann sich nun folgendes Uberlegen: Da wir in X-DFS stets die Kante zur Absicherung genommen
haben, die uns so nah wie maglich zur Wurzel bringt, ist der "von G induzierte" Graph auf diesen Kompo-
nenten — formal definiert durd’ = (V/, E') mit V! = {C1,...,Cr11 }, E' = {{C;,C;} | u e Cj,v €

Cj : {u,v} € E(G)} —ein Baum. Das heisst aber, dass jeder 2-fach kantenzusammenhé&ngende Teilgraph
von G zwischen zwei benachbarten Komponentgrund C; mindestens zwei Kanten beinhalten muss!
Andernfalls kdnnte man durch das Entfernen einer Kante den Graphen trennen. \Wégen 2k gilt
damitOPT > 2k.



Da nun der Ausgabegraph von X-DFS gemau 1 + k£ Kanten enthalt:{ — 1 vom Tiefensuchebaum und
k Kanten zur Absicherung), erhalten wir die Behauptung durch eine einfache Fallunterscheidung:

n—1+k _n—1+k Zlth < 3 falls2k > n
OPT  ~ max{n,2k} = | 22 3 fallsn/2 > k.

2.2.2 Der vollstandige Algorithmus

Um den vollstandigen Algorithmus aus [8] angeben zu kénnen, benétigen wir noch etwas Notation:

Definition 5. Ein Wald ist eine Menge von Baumen. In einem Graplk£heil3t ein Wald?” C G maxi-
mal spannendalls jeder WaldiV’ C G mindestens genau so viele Zusammenhangskomponent&i wie
enthalt.

Ein maximal spannender Wald enthdlt also so viele Kanten wie moglich und minimert damit die Anzahl
der Zusammenhangskomponenten.

Definition 6. SeiG ein Graph undd C G. Mit G — H oder G — E(H) bezeichnen wir den Graphen
G =V E)YmitV' =V(G)undE' = E(G) \ E(H).

UNWEIGHTED EDGE-CONNECTIVITY
Eingabe:\ € N>, und ein ungerichteter, ungewichtefefach kantenzusammenhangender Gr&ph

(1) SetzeH; = X-DFS(G).

(2) fori=3,...,\
Finde einen maximal spannenden WHIg in G — H; 4
SetzeH; = H;_1 U W,.

(3) Gib Hy zurick.

Erneut zeigen wirdie Korrektheit und Approximationsgtte durch zwei Lemmas.
Lemma 7. Der Ausgabegraplif, ist A-fach kantenzusammenhangend.

Beweis.Angenommen, dies wére nicht der Fall, d.h. es existiert ein Schnitt £(H,) mit |S| < A,

so dassH, — S mindestens zwei Zusammenhangskomponehfend, mit H; # Hs hat. In Schritt 1
werden genau zwei Kanten zwischéh und H, zu H, hinzugefligt. Diese Kanten missen beideSin
enthalten sein, d&/, durch.S getrennt wird. Somit muss es aber einen Walggeben, der keine Kante
aussS enthalt (d.h.E(W;) N S = 0). Da der Eingabegrapfi jedoch\-fach kantenzusammenhéngend ist,
existiert inG — S noch mindestens eine Kante zwischignund Hs. Eine solche Kante € E(G) \ S ist
insbesondere auch iB(W;) enthalten, d&V; maximal spannend ist. Also ist auete E(H,) und somit
H; mit H, verbunden, alséf; = H,. (Widerspruch)

Lemma 8. UNWEIGHTED EDGE-CONNECTIVITY hat eine Approximationsgute van- 1/\.

Beweis.Wir bezeichnen mik wieder die Anzahl der in Schritt 1 hinzugefuigten Riickkanten undiif”’

die Anzahl der Kanten in einer optimalen Lésung. Mit dem Argument aus dem Beweis von Lemma 5
erhalten wirOPT > Ak. Da in einem\-fach kantenzusammenhéangenden Graphen jeder Knoten mindes-
tens Grad\ haben muss, erhalten wir zudepPT > %" Zudem ist die Anzahl der Kanten i, durch
n—1+k+ (A —2)(n— 1) beschranktif — 1 + k Kanten aus Schritt 1 und héchstens- 1 weitere aus

jeder Iteration). Somit gilt

n—1+k+A-2)(n—-1) <n—l—|—k+)\n—2n—)\—|—2_)\n—(n—k—i-/\—l)

oPT - max{(An)/2, \k} ~ max{(\n)/2, \k}
120 dn n—k B 2- & <2-1 falls 2k < n
= (n)/2 max{(An)/2,M\k} — | 2— ﬁ <2-1 fallsn/2 <k

Anmerkung. Mit einer geschickten Implementierung kann Schritt (2) in einer Iteration und somit in Li-
nearzeit durchgefuihrt werden. Damit hat auch der gesamte Algorithmus lineare Laufzeit.



2.3 Das Knotenzusammenhangsproblem

Zum Problem, einen minimalex-fachknoterzusammenhéangenden Teilgraphen zu finden, sei angemerkt,
dass es im gewichteten Fall noch keinen Algorithmus mit konstanter Approximationsgute gibt. Der beste
bekannte Algorithmus ist aus [10] und hat eine Approximationsgute2¥bf)), wobei H(\) = 1+ £ +

+ 4 ...+ 1 die harmonische Zahl voRist.

Der in Abschnitt 2.1 beschriebene Algorithmus kann Xlie= 2 leicht modifiziert werden und liefert in
diesem Spezialfall dann einen 2-Approximationsalgorithmus fir das Knotenzusammenhangsproblem. Fur
Details verweisen wir auf [3] und [9].

Im ungewichteten Fall gibt es einen ahnlichen Algorithmus zu dem aus Abschnitt 2.2. Der X-DFS Algo-
rithmus muss etwas modifiziert werden, damit der Ausgabegraph auch 2-fach knotenzusammenhéangend ist
(siehe dazu]7]). Zudem ist in Schritt 2 die Auswahl der maximal spannenden Baume nicht mehr beliebig.
Nur bestimmte Walder (z.B. Breitensuche-Walder) garantieren\d@achen Knotenzusammenhang des
Ausgabegraphen. Fiur genauere Ausfiihrungen seli auf [1] verwiesen.

3 Das Problem des starken Zusammenhangs

Wir widmen uns nun dem Problem einen minimalen stark zusammenhangenden Teilgraphen zu finden. Als
Eingabe erhalten wir dabei einen gerichteten Graphen, der stark zusammenhangend ist. Wir beschreiben
einen Approximationsalgorithmus, der auf [6] zuriickgeht. Die Idee des Algorithmus ist so lange langste
Kreise im Graphen zusammenzuziehen, bis nur noch ein Knoten ubrig bleibt. In diesem Abscliitt sei
stets ein gerichteter, stark zusammenhangender Graph.

Definition 9. Eine Kante(u,v) € E(G) zusammenzuziehen bedeutet die Knatemd v durch einen
einzelnen Knoten zu ersetzen und evtl. entstandene Schleifen oder Mehrfachkanten durch einfache Kanten
zu ersetzen. Ein Menge von Kanten zusammenzuziehen bedeutet die Kanten in einer beliebigen Reihenfolge
zusammenzuziehen.

CONTRACT CYCLESy

Eingabe: ein gerichteter, ungewichteter stark zusammenhangender@raph

Q) fori=kk—1,...,2
while (Der Graph enthéalt einen Kreis der Langek)
Ziehe die Kanten eines solchen Kreises zusammen.

(3) Bezeichne die Menge der zusammengezogenen Kantel'mitd gibtG’' = (V, E’) zurick.

Es ist offentsichtlich, dass @VTRACT CYCLES;, einen stark zusammenhangenden Graphen zurickgibt.
Damit bleibt noch die Approximationsgite zu zeigen. Zunachst geben wir eine Abschatzung einer optima-
len L6sung an. Diese besagt, dass ein Graph, der lediglich kurze Kreise enthalt, viele Kanten braucht, um
stark zusammenhéangend zu sein.

Lemma 10. Sein = |V (G)] und seic die Lange des langsten Kreises@h Sei zuden® PT die Anzahl
Kanten eines minimalen stark zusammenh&ngenden Teilgrapheh. \ann gilt

OPT > Ll(n —1).

c—

Beweis.Sei Ep die Kantenmenge einer optimalen Lésung. Ziehe im Gragh#xy), EFo) nach und nach
KreiseC1, Co, . .. C,, zusammen, bis nur noch ein einelner Knoten Ubrig bleibt. Es gilt

(1 Eol _ >ic1 |Gl T
|[Eo| = (m - 1) ( 1)—2?:1“01_'_1) >(n—=1)—

Damit kénnen wir nun die Gite unseres Algorithmus abschéatzen.



Lemma 11. Seik € N>, und seiO PT die Anzahl Kanten in einem minimalen stark zusammenhé&ngenden
Teilgraphen vorGG. Dann gilt

w2 P32 1
FE(CONTRACTCYCLES,L(G))| < ¢ - OPT ,wobei— < ¢ < “¥— 4+ ——M—.
|E( k(G))| < ck R e

Beweis.Wir setzen zunachst := |V(G)|. Mit G; bezeichnen wir den Graphen in der Ausfiihrung des
Algorithmus unmittelbar nach dem Zusammenziehen aller Kreise der Langeind definierem; :=

[V (G;)]. Im Beweis zu Lemma 11 konnten wir die Anzahl der Kanten nach unten abschétzen, da Kreise
der Lange< ¢ zusammengezogen wurden. Mit dem selben Argument kénnen wir die Anzahl Kanten auch
nach oben abschatzen, wenn wir Kreise der Langezusammenziehen. Damit ergibt sich:

S
—

K (n—ng)+ :
E—1 ML

(2

|E(CONTRACT CYCLES,(G))| < (nip1 —ny)

||
N

Sei nunOPT(G;) die minimale Anzahl an Kanten in einem stark zusammenhangenden Teilgraphen von
G;. Dann gilt nach Lemma 11

i—1
i—2

Trivialerweise gilt auchkOPT > n. Eine langere Rechnung mit elementaren Schritten und dem aus der
Analysis bekannten Ergebnjs ., % = %2 liefert die Behauptung.
Wir erhalten damit flir ©ONTRACT CYCLES;, folgende Approximationsgditen:

k=3:1.750 k=4:1.694 k=5:1.674 k= o00:1.645

Es sei angemerkt, dass in [6] auch darauf eingegangen wird, wierRACT CYLCES3; mit geeigneten
Datenstrukturen (genauer: union-find Datenstruktur fir die Verwaltung der zusammengezogenen Kreise)
in quasi linearer Laufzeit implementiert werden kann.
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Anhang

A Elementare Definitionen und Satze zu Graphen

Definition A.1. Ein gerichteter GraptG = (V, E) besteht aus einer enldichen Menigeson Knoten und
einer MengeE C V x V von Kanten (manchaml audi(G) und E(G)). Im Falle eines ungerichteten
Graphen giltE C (%) = {{a,b} | a,b € V unda # b}.

Von nun an se( ein Graph.

Definition A.2. Ein gewichteter Graplt7 verfiigt zusétzlich Uber eine GewichtungsfunktionE(G) —
R>o, die jeder Kante ein nicht-negatives Gewicht zuordnet.

Definition A.3. Ein gerichteter Graph heif3t stark zusammenhé&ngend, falls fur alle € V(G) ein
gerichteter Pfad vom nachuv existiert.

Definition A.4. Ein Pfadin G ist eine Listg(vy, v, ..., v,), Wwobei nebem € N gelten muss:
o v; € V(G)furallei € {1,...,n},
o (v;,v,41) € E(G) furallei € {1,...,n — 1} in gerichteten Graphen,
o {v;,v;11} € E(G) furallei € {1,...,n — 1} in ungerichteten Graphen,
e Alle Knoten auRRew; und v, missen verschieden sein, dufy.# v; fir alle {1,n} # {i,j} C
{1,...,n}.
Definition A.5. EinKreisist ein Pfad(vy,vs, ..., v,) Mitvy = v,.

Definition A.6. Ein SchnittC' C E(G) oderC C V(G) ist eine Menge von Kanten oder Knoten, nach
deren Entfernen aus dem Graphen der Graph mehrere verschiedene Zusammenhangskomponenten besitzt.

Definition A.7. G heif3t genau dann Baum, wetthzusammenhéngend ist und keine Kreise enthalt.

Satz A.8.Fur jeden Baun@ gilt: |E(G)| = |V(G)| — 1.

Definition A.9. Eine Zusammenhangskomponenfe C V(G) ist eine maximale zusammenh&angende
Teilmenge der Knoten vas.

Definition A.10. EineBriickeist eine Kante: € E(G), so dass” := {e} ein Schnitt ist.

Lemma A.11. SeiG ein Baum und € E(G). Das Entfernen von trennt den Baum in zwei Zusammen-
hangskomponenten.
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