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1 Einleitung

Viele kombinatorische Probleme, auf die man in der Praxis durchaus sto8t (et-
wa die Frage nach dem optimalen Stundenplan in einer Schule oder das Problem
des Handlungsreisenden) sind NP-hart und besitzen — nach allem was heute
bekannt ist! — keine gut skalierbaren Losungsalgorithmen, d. h. die Zeit fiir
die Berechnung der optimalen Losung wéchst exponentiell in der Eingabelénge.
Dennoch benétigt man Algorithmen, die in annehmbarer Laufzeit das Problem
zumindest approximativ l6sen. Es wird also Qualitéit der Losung gegen Ge-
schwindigkeit getauscht. Allerdings iibersteigt der Rechenaufwand selbst ver-
meintlich kleinerer NP-harter Probleme oft jede verfiighare Kapazitét, sodass
diese erst durch Approximationsalgorithmen iiberhaupt zugéinglich werden.

Zunéchst miissen noch einige Begriffe definiert werden, bevor einige konkrete,
einfache Optimierungsprobleme und Approximationsalgorithmen besprochen
werden.

Definition Ein Optimierungsproblem ist charakterisiert durch:
1. Die Menge der Probleminstanzen (,, Eingabemenge“) D.

2. Zu jeder Instanz I € D eine Menge der zuléissigen Losungen S(I). Die
Lénge der Losungen soll polynomiell in |I| beschrinkt sein. Aulerdem

*Dieser Text ist die Ergénzung eines Vortrags, der auf der Sommerakademie in Gorlitz 2007
der Studienstiftung des deutschen Volkes gehalten wurde. Fiir die Vortragsfolien siehe [6].

'Das ist die Frage nach NP=P. Ich gehe im Folgenden davon aus (wie im Allgemeinen
vermutet), dass P#£NP.



soll in Polynomzeit entschieden werden kénnnen, ob fiir ein gegebenes s
gilt s € 1.2

3. Eine Bewertungsfunktion f: S(I) — Q.

4. Die Angabe, ob f minimiert oder maximiert werden soll.

Definition FEin Approximationsalgorithmus fiir ein Optimierungsproblem ist
ein polynomieller Algorithmus A, der zu jeder Eingabe I € D eine Losung
ot € S(I) berechnet.

Zu jedem Optimierungsproblem lésst sich ganz natiirlich ein Entscheidungs-
problem konstruieren: Fiir alle I € D und b € Q7 soll entschieden werden,
ob eine Losung o exisiert, die ,besser” ist als b, fiir die also gilt: f(o) > b fiir
Maximierungsprobleme bzw. f(o) < b fiir Minimierungsprobleme.

Falls das Optimierungsproblem optimal geldst ist (also immer eine optimale
Losung gefunden wird), so ist natiirlich auch das daraus abgeleitete Entschei-
dungsproblem gelost. Insofern kann man sagen, das Optimierungsproblem ist
mindestens so schwer wie das Entscheidungsproblem.

Interessant ist vor Allem der Fall, in dem das Optimierungsproblem NP-
schwer ist. Das ist in den folgenden Beispielen immer gegeben.

2 Graphfarbungen

2.1 Knotenfirbung

Problemstellung Bestimme zu einem ungerichteten Graph G = (V, E) mit
Knotenmenge V und Kantenmenge F eine zuldssige Knotenfarbung, d. h. eine
Abbildung g : V — N, sodass fiir jede Kante e = {vy,v2} gilt: g(v1) # g(va).
Die Anzahl der dabei verwendeten Farben, also |g(V')| soll dabei minimal sein.

Die ,Farben® sind also die natiirlichen Zahlen. Der folgende Algorithmus ist
ein typischer greedy-Algorithmus.

Algorithmus fiir die Knotenfiarbung.
1. Markiere alle Knoten als ungeférbt.

2. Wihle einen noch ungefirbten Knoten aus und weise ihm die kleinste
zuldssige Farbe zu, d. h. die kleinste Farbe, die keiner seiner Nachbarn
hat.

2Das stellt sicher, dass die Entscheidungsversion ein kurzes Zertifikat besitzt, also in NP
liegt.



3. Wiederhole 2. bis alle Knoten geférbt sind.

Bezeichnet A(G) den maximalen Grad der Knoten im Graphen G, so braucht
der Algorithmus maximal A(G) + 1 verschiedene Farben. Die optimale Losung
ist im Allgemeinen nicht bekannt. Fiir die nichttrivialen Graphen mit E # ()
werden jedoch mindestens 2 Farben bendotigt, so dass fiir die Abweichung vom
Optimum & fiir diesen Algorithmus gilt: k < A(G) — 1. Man kann Beispiele fin-
den (siehe [6]), fur die diese Schranke auch angenommen wird. Die Abschétzung
fiir die Abweichung lésst sich also nicht ohne Weiteres verbessern.

Bemerkung Im Algorithmus soll man ,einen noch ungefirbten Knoten“ wéh-
len. Um ein Beispiel zu finden, das die Schranke annimmt, geniigt es, einen
Graphen und eine Reihenfolge fiir die Knotenwahl zu finden, fiir die die Schran-
ke angenommen wird. Man darf nicht davon ausgehen, dass der Algorithmus
automatisch die optimale Reihenfolge wihlt, denn das entspriche einer nicht-
deterministischen Turing-Maschine. Im Fall der Knotenfarbung gibt es sogar
immer eine Reihenfolge fiir die Knotenwahl, die zu einer optimalen Firbung
fiihrt.

2.1.1 Knotenfarbung fiir planare Graphen

Planare Graphen haben viel mehr Struktur und man darf erwarten, dass man
diese ausnutzen kann, um bessere Ergebnisse zu erzielen. Tatsdchlich findet
man:

1. Es gibt einen Polynomzeit-Algorithmus, der einen planaren Graphen mit
maximal 6 Farben firbt.

2. Ein einfacher Greedy-Algorithmus kann polynomiell entscheiden, ob ein
gegebener Graph mit zwei Farben féarbbar ist und ggf. eine Féarbung fin-
den.

Der erste Algorithmus nutzt dabei lediglich aus, dass jeder planare Graph einen
Knoten mit Grad 5 oder kleiner besitzt, das zweite Ergebnis gilt natiirlich fiir
beliebige Graphen.

Durch die Kombination der beiden Algorithmen (also: versuche erst mit dem
zweiten eine Farbung mit zwei Farben und wenn dies fehlschlagt verwende den
ersten) erhilt man einen Algorithmus, mit maximaler Abweichung 3.

Der Vierfarben-Satz kann verwendet werden, um einen polynomiellen Algo-
rithmus zu konstruieren, der effizient jeden planaren Graphen mit maximal vier
Farben férbt [2]. Damit erhilt man sogar einen Algorithmus mit maximaler Ab-
weichung 1. Die Entscheidung, ob ein planarer Graph mit drei Farben farbbar



ist, ist NP-vollstdndig [5]; es ist also keine Verbesserung des Algorithmus zu
erwarten.

2.2 Kantenfarbung

Problemstellung Bestimme zu einem ungerichteten Graph G = (V, E) eine
zuliissige Kantenfirbung, d. h. eine Abbildung ¢ : £ — NT, sodass keine zwei
Kanten mit gemeinsamen Knoten die gleiche Farbe besitzen. Die Anzahl der
dabei verwendeten Farben, also |g(E)| soll dabei minimal sein.

Offenbar werden mindestens A(G) Farben benotigt. Aufierdem gibt es Gra-
phen die A(G) + 1 Farben benétigt werden (betrachte K,,, den vollstéindigen
Graph mit n Knoten, mit n ungerade). Der Satz von Vizing (1964) sagt jedoch
aus, dass mehr als A(G) + 1 Farben nie benotigt werden. Es existiert auch ein
polynomieller Algorithmus, der eine solche Lésung explizit konstruiert, siehe
[6].

Bessere Ergebnisse kann man nicht erwarten, da das Entscheidungsproblem,
ob ein Graph mit A(G) Farben gefirbt werden kann, NP-vollstandig ist [1].

3 Ein Ergebnis zum Rucksackproblem

Bisher wurden nur Probleme und Algorithmen betrachtet, die eine maximale
absolute Abweichung garantierten. Oft besitzen Probleme jedoch eine gewisse
Skalierungseigenschaft, die dazu fithren, dass es keine Algorithmen mit garan-
tierer maximaler Abweichung geben kann. Das wird nun am Rucksackproblem
demonstriert.

Problemstellung Gegeben sei eine Menge von Waren W sowie eine Wert-
Funktion p : W — QT, eine Volumen-Funktion v : W — Q% und das Ruck-
sackvolumen V. Gesucht ist eine Untermenge der Waren W', sodass v(W') <V
mit p(W') maximal?.

Satz Falls P#NP, gibt keinen polynomiellen Algorithmus fiir das Rucksack-
problem, der eine feste garantierte maximale Abweichung x besitzt.

Beweis-Skizze Angenommen, es gibt einen solchen Algorithmus. Fiir eine be-
liebige Instanz des Rucksackproblems konstruiere nun ein skaliertes Problem,
in dem alle Warenwerte so skaliert werden, dass die minimale Differenz zweier
unterschiedlicher Warenwerte grofer ist als k. Wende den Algorithmus auf das

3p sei dabei auf Mengen folgendermafien definiert: p(W') := > wew P(w). v entsprechend.



neue Problem an. Da er eine Abweichung < k garantiert, muss die Losung opti-
mal sein(!). Dies liefert sofort auch eine optimale Losung fiir das urspriingliche
Problem. Damit ist ein optimaler, polynomieller Algorithmus fiir das Rucksack-
problem konstruiert. Insbesondere ist das Entscheidungsproblem geltst und es
folgt P=NP im Widerspruch zur Voraussetzung. [ |

4 Knoteniiberdeckung

Problemstellung Gegeben sei ein ungerichteter Graph G = (V, E) und eine
Kostenfunktion ¢ : V' — QV. Finde eine Knotenuntermenge C C V, sodass
zu jeder Kante {u,v} € E gilt: w € C oder v € C. Jede Kante soll also mit
mindestens einem Knoten in C' ,vertreten“ sein.

Hier wird nur das Problem mit Einheitskosten, d. h. ¢(u) = 1 fiir alle Knoten
u, betrachtet. Vor dem Algorithmus zunéchst noch eine

Definition Eine Paarung eines Graphen G = (V, E) ist eine Untermenge M
der Kanten, sodass keine zwei Kanten aus M einen gemeinsamen Knoten besit-
zen. Eine Paarung heifit nicht erweiterbar, falls es keine Kante e = {u,v} € E
gibt, sodass M U {e} eine Paarung ist.

Algorithmus fiir die Knoteniiberdeckung:

1. Finde durch sukzessives Hinzufiigen von Kanten (die nach dem Hin-
zufiigen einschliefllich der Knoten und an diesen héingenden anderen Kan-
ten geloscht werden) eine nicht erweiterbare Paarung M.

2. Gib die Knoten in M aus.

Zunichst muss man sich klarmachen, dass der Algorithmus tatséchlich eine
Knoteniiberdeckung ausgibt, also tatséchlich zu jeder Kante einer der Knoten
ausgegeben wurde. Das ist jedoch der Fall, da es sonst eine Kante géibe, von
der keiner der Knoten entfernt wurde. Das heifit jedoch, dass diese Kante der
Paarung hétte hinzugefiigt werden koénnen, die Paarung im ersten Schritt wire
(entgegen der Konstruktion) erweiterbar.

Bevor das Analyse-Ergebnis formuliert wird, noch eine niitzliche

Definition Ein Approximationsalgorithmus A hat bei der Eingabe I € D die

relative Glite f(A(I)) OPT
pi= max{ OPT ’f(A(I))}




wobei OPT die Bewertung der optimalen Losung ist. Die Definition stellt sicher,
dass stets p > 1.

Satz Der angegebene Algorithmus fiir die Knoteniiberdeckung hat im schlech-
testen Fall eine relative Giite 2.

Beweis Jede Knoteniiberdeckung muss nach Definition von jeder Kante min-
destens einen Knoten enthalten, insbesondere fiir die Kanten in der Paarung
M. Der Algorithmus gibt fiir jede Kante zwei Knoten aus und liegt damit ma-
ximal Faktor 2 neben der optimalen Losung. Fiir K, , wahlt der Algorithmus
alle Knoten aus, das Optimum wére jedoch, nur die Hélfte zu wéhlen. Der
Faktor 2 wird also angenommen. [ |

4.1 Orakel-Algorithmus fiir die Knoteniiberdeckung

Auf Seite 2 wurde bereits angesprochen, dass das Optimierungsproblem minde-
stens so schwer ist wie das Entscheidungsproblem in dem Sinn, dass eine Losung
des Optimierungsproblems auch das Entscheidungsproblem 16st. In diesem Ab-
schnitt wird gezeigt, dass im Fall der Knoteniiberdeckung auch das Umgekehrte
gilt: ist das Entscheidungsproblem gel6st, so kann man damit einen Algorith-
mus angeben, der explizit eine optimale Losung konstruiert.

Das Entscheidungsproblem sei gelost, d. h. es steht ein Algorithmus zur
Verfiigung, der fiir einen beliebigen Graphen G und eine ganze Zahl b ausgibt,
ob eine Uberdeckung existiert, die mit < b Knoten auskommt. Da davon ausge-
gangen wird, dass ein NP-vollstéindiges Problem schnell gelost wurde, spricht
man auch von einem ,,Orakel“. Damit ist es nun moglich, einen konstruktiven
Algorithmus anzugeben:

Algorithmus fiir Knoteniiberdeckung mithilfe eines Orakels:
1. C 10

2. Finde durch Bindrsuche die Anzahl der Knoten in einer optimalen Losung,
also OPT(G) (das geht in polynomieller Zeit).

3. Entferne einen beliebigen Knoten v vom Graphen. Dies fithrt auf einen
reduzierten Graphen G’. Bestimme wieder durch Bindrsuche OPT(G').
Falls OPT(G’) = OPT(G) — 1, fiige v zu C hinzu.

4. Fahre rekursiv mit G’ fort.

5. Gib C aus.



Dass der Algorithmus tatséchlich das Gewiinschte leistet, kann man sich
leicht klarmachen.

Eine solche Reduktion ist sehr oft moéglich. Insofern steckt der ,,schwierige
Kern“ des Optimierungsproblems oft bereits in der (i. A. einfacheren) dazu-
gehorigen Entscheidungsversion.

5 Maximaler Schnitt in einem Graphen

Problemstellung Bestimme zu einem ungerichteten Graph G = (V, E') einen
Schnitt, d. h. eine Zerlegung der Knotenmenge in zwei nichtleere, disjunkte
Teilmengen: V = AUB, sodass die Anzahl der zwischen A und B verlaufenden
Kanten maximal ist.

Einen minimalen Schnitt findet man garantiert in polynomieller Zeit (mit
dem Edmonds-Karp-Algorithmus, einer Variante des Ford-Fulkerson-Algorith-
mus’).

Zunichst wird wieder ein greedy-Algorithmus betrachtet.

Algorithmus (greedy) fiir den maximalen Graphenschnitt.

1. Wihle zwei beliebige Startknoten v; und vy und setze A «— {v1}, B «

{v2}.

2. Fiir einen noch nicht gewéhlten Knoten v € V'\ (AU B): Falls deg(v, A) >
deg(v, B), setze B «— B U {v} sonst A «— AU {v}.

3. Wiederhole Schritt 2 bis alle Knoten zugeteilt sind.

Satz Der greedy-Algorithmus fiir den maximalen Schnitt hat eine relative
Giite von 2.

Beweis Bezeichne e(A) und e(B) die Anzahl der Kanten innerhalb der Kno-
tenmenge A bzw. B und deg(A, B) die Anzahl der Kanten zwischen den beiden
Mengen. Nach Schritt 1 gilt e(A) = e(B) = 0 und 0 < deg(A, B) < 1, also ins-
besondere e(A) + e(B) < deg(A, B). Nach jeder Ausfithrung von Schritt 2 gilt
nach Konstruktion immer noch e(A) + e(B) < deg(A, B).

Die Anzahl der Kanten zwischen A und B der optimale Losung ist nach
oben durch die Gesamtzahl der Kanten beschrinkt: OPT < |E|. Am Ende
des Algorithmus wird jede Kante genau einmal von e(A), e(B) und deg(A, B)
gezihlt, es gilt also e(A) + e(B) + deg(A, B) = |E|. Damit gilt deg(A, B) >
;OPT. n



Ein weiterer Algorithmus mit Giite 2 verwendet das Prinzip der lokalen Su-

che:

Algorithmus (lokale Suche) fiir den maximalen Graphenschnitt.

1.

2.

Starte mit einem beliebigen Schnitt V = AUB.

Suche einen Knoten v, dessen Umsortierung in die andere Menge den
Schnitt verbessert (und tu dies).

. Wiederhole Schritt 2, bis es keinen Knoten mehr gibt, auf den die Bedin-

gung zutrifft.

Beweis Zunichst muss man sich iiberlegen, dass der Algorithmus terminiert.
Das ist erfiillt, da der Schnitt in jeder Ausfithrung von Schritt 2 um mindestens
1 ansteigt und der Schnitt nach oben durch |E| beschrénkt ist. Der Algorithmus
hat Giite 2, da nach der Ausfithrung jeder Knoten mindestens so viele Kanten
zwischen den Mengen A, B wie innerhalb seiner eigenen Menge hat. Scharfes

Hinsehen fiihrt dann sofort auf die Behauptung. [ |
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