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1 Lineare Programmierung

1.1 Problembeschreibung linearer und integer Programmierung

Lineare und Integer Programmierung

Definition 1 (Lineares und Integer Programm). o Ein lineares Programm LP ist ein Optimierungsproblem der Form: Gegeben
beR™, e R"und A € R™*", finde ¥ € R" damit

mingcgn {éff CAF<BiE< 0}

e Ein integer Programm IP ist ein Optimierungsproblem der Form: Gegeben beR™ e R und A € R™*", finde & € R"
damit

mingegn {ETf: AZ<BZ<0VjeJa, € Z*}

— Das IP heiBit pur, falls J = {1,2,...,n}, sonst gemischt
- Falls z; € {0, 1}, ist das IP bindr

Relaxation eines Integer Programmierung
Definition 2 (Relaxation eines Integer Programmierung). e Die Relaxation eines IPs (IPR)
mingegn {ETf CAZ<bB,E<0NVjE ;€ Z*}
ist das Optimierungsproblem
mingcge {3%’ CAF<bE< 0}
— Beschrinkung auf ganzzahlige Variablen x; fallengelassen

— Erlaubt u.U. effiziente Bestimmung einer ,,guten* Losung. Ist fiir urspriingliches IP nicht effizient moglich
OPT;p (1)

— Integralititsliicke (integrality gap) eines Problems II ist gegeben durch supren Pt (1)



2 Scheduling

2.1 Scheduling durch LP Parametric Pruning
Scheduling auf unverbundenen parallelen Maschinen

Definition 3 (Schedule). e Gegeben sind Menge J von n Aufgaben und Menge M von m Maschinen

o Ein Schedule ist eine Zuteilung jeder Aufgabe auf einen (oder mehrere) Zeitintervalle von einer (oder mehrerer) Maschinen

Problem 4 (Scheduling auf unverbundenen parallelen Maschinen). o Fiir alle Aufgaben j € J und Maschinen v € M ist
pi; € Z die benétigte Zeit, um j auf i zu bearbeiten

e Ziel: Plane die Aufgaben auf den Maschinen so, dass die gesamte Bearbeitungszeit (Makespan) minimiert wird, d.h. mini-
miere die maximale Bearbeitungszeit jeder Maschine

Variationen des Problems

e Hier Maschinen ,,unverbunden®, da keine Relation der Bearbeitungszeiten einer Aufgabe zwischen ihnen ange-
nommen wird

e Fiir identische Maschinen, d.h. Aufgabe j hat auf jeder Maschine Bearbeitungszeit p;, kann PTAS angegeben
werden

o PTAS ebenfalls fiir uniforme Maschinen 7 angebbar, die Geschwindigkeit s; besitzen und Aufgabe j in Zeit
p;/s; bearbeiten

Scheduling Beispiele

Beispiele 5 (Scheduling). e Gantt charts zur Visualisierung eines Schedules

e Maschinenorientiert:
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Scheduling und lineare Programme

Definition 6 (Scheduling Integer Programm (SIP)). o x;; sind nm Indikatorvariablen, ob Aufgabe j auf Maschi-
ne ¢ lauft, ¢ ist der Makespan

minimiere ¢

unter Yoxy=1  jed
€M
injpijgt 1eM
jed

zy; €{0,1} ieM,jeJ



IP Scheduling Beispiel

Beispiel 7 (IP Scheduling mit nur einem Job). e Gegeben sei nur eine Aufgabe mit Bearbeitungsdauer m auf je-
der Maschine

e SIP = Makespan = m

e SIP Relaxation = z; = % = Makespan =1

e Beispiel hat Integralititsliicke von 5+ = m, das Problem hat unbeschrinkte Integralitétsliicke
Analyse IP Relaxation

o IP setzt z;; = Owennp;; > 1

o IPR findet giinstigere Losung, da gebrochene Werte fiir x;; erlaubt

e Mogliche Losung: zusdtzliche Bedingung
Vie M, jeJ :wennp;; > tdannz;; =0

e Aber: keine lineare Bedingung = Verwende Parametric Pruning

Scheduling durch LP Parametric Pruning

Definition 8 (Parametric Pruning Scheduling (PPS)). e Idee: Lasse Aufgaben-Maschinenpaare (7, j) mit p;; > T aus
e Parameter T € Z™ ist Schéitzung einer unteren Schranke des optimalen Makespans
e Definiere Menge guter Paare St = {(¢,7) : pi; < T}

e LP(7) ist Familie von LPs, die zuldssige gebrochene Losungen Z mit M akespan < T suchen:

existiert I,

so dass >omy =1, jed
i:(i,5)€ST
> zypi; <T, i€M
7 (i,3)EST
x5 > 0, (i,7) € Sr?

2.2 Extreme-Point-Losungen

Verfahrensansatz

e Finde durch bindre Suche den kleinsten Wert von T, so dass LP(7T') eine zuldssige Losung hat. Dieser Wert sei
T*

e T* ist eine untere Schranke fiir OPT
e Algorithmus wird eine Extreme-Point-Losung zu LP(7™) runden, so dass Makespan < 2T
e Niitzliche Eigenschaften von Extreme-Point-Losungen werden dabei ausgenutzt
Definition 9 (Extreme-Point-Losung (EPL)). e Fine Extreme-Point-Losung ist eine zuldssige Losung auf einem
Eckpunkt des alle zuldssigen Losungen beschreibenden Polyhedrons
e Eine EPL kann durch keine konvexe Kombination zweier zulédssiger Losungen ausgedriickt werden

Lemma 10 (Beschrinkung der Variablen einer EPL). Jede EPL zu LP(T) hat hochstens n + m Variablen ungleich Null



Beweis. e Seir = |Sr| Anzahl Variablen durch die LP(T") definiert ist
e Satz: Fine zuldssige Losung zu LP(7') ist eine EPL, falls r (lin. unab.) Bedingungen von LP(7") auf Gleichheit gesetzt werden
e Von diesen r Bedingungen miissen mindestens » — (n + m) aus der dritten Gruppe (z;; > 0) sein. Setze diese Null
e = Jede EPL zu LP(7T) hat hochstens n + m Variablen ungleich Null
O

Definition 11 (Integrale und partielle Aufgaben). Einen Aufgabe j heift integral gesetzt, falls sie in einer Losung &
nur einer Maschine zugeordnet wird. Sonst heif3t sie partiell gesetzt

Folgerung 12 (Beschrinkung der Aufgaben einer EPL). e Jede EPL zu LP(T) hat mindestens n — m Aufgaben
integral gesetzt

e Jede EPL zu LP(T) hat hochstens m Aufgaben partiell gesetzt

Beweis. e Sei Z eine EPL zu LP(T") und « und 3 die Anzahl der Aufgaben, die in Z integral bzw. partiell gesetzt sind

e Jede partiell gesetzte Aufgabe wird auf mindestens zwei Maschinen ausgefiihrt und hat daher mindestens zwei Komponenten
in & ungleich Null

e =>a+f=nunda+28<n+m

e =f<munda>n—m

Graph einer Extreme-Point-Losungen

Definition 13 (Bipartiter Graph G einer EPL). Gegeben einer EPL & zu LP(T), sei G = (J, M, E) der bipartite Graph mit den
Knoten J U M, so dass (i,5) € E wenn x;; # 0
Definition 14 (Untergraph H von G). e [ C J seidie Menge der Aufgaben, die partiell in & gesetzt sind

e H sei der Untergraph von G iiber der Knotenmenge F' U M

e (i,7)istKantein H, falls 0 < z;; < 1

e Ein Matching in H heifit perfektes Matching, falls jede Aufgabe j € F' abgedeckt wird

e Algorithmus nutzt aus, dass H ein perfektes Matching besitzt

Beispiel Scheduling EPL Graphen



/

W
o o ©

OO /
(1) /

Integrale
Aufgaben entfernt = Untergraph H

Pseudo-Biume und Pseudo-Wilder

Definition 15 (Pseudo-Baum). e Ein verbundener Graph V' heilit Pseudo-Baum, wenn er maximal |V | Kanten enthilt
e Da V verbunden ist, hat er mindestens |V'| — 1 Kanten = er ist entweder ein Baum oder ein Baum plus einer Kante

e Im Zweiten Fall hat er einen eindeutigen Zyklus

Definition 16 (Pseudo-Wald). Ein Graph V heilit Pseudo-Wald, wenn all seine verbundenen Komponenten Pseudo-Béume sind

EPL Graphen
Lemma 17 (Struktur von G). Der zu einer EPL gehorende Graph G ist ein Pseudo-Wald
Beweis. e Idee: Zeige, dass Anzahl an Kanten jeder verbundenen Komponente GG; von G nach oben durch Anzahl an Knoten
beschrinkt ist = Jede verbundene Komponente ist ein Pseudo-Baum
e Betrachte G.. Beschrinke LP(T") und & auf die in GG, enthaltenen Maschinen und Aufgaben zu LP.(7T") und z¢
e 1 sei der Rest von Z. Beobachte, dass 7. eine EPL zu LP.(T') sein muss
e B.d.W.: Wenn «; keine EPL zu LP.(T) ist, dann ist £, konvexe Kombination zweier zuldssiger Losungen zu LP.(T")
e Jede der beiden Losungen sind zusammen mit <. eine zulissige Losung zu LP(T")
e D.h.: 7 ist konvexe Kombination zweier zuldssiger Losungen zu LP(7") = % Widerspruch

e Aus Anwendung des Lemmas ,,Beschriankung der Variablen einer EPL* folgt, dass G ein Pseudo-Baum ist

Lemma 18 (Matching von H). Der Graph H zu einer EPL besitzt ein perfektes Matching

Beweis. Perfektes Matching Prozedur

1. Jede integral in & gesetzte Aufgabe hat nur eine einfallende Kante. Entferne beide = Untergraph H. Da gleiche Anzahl von
Kanten und Knoten entfernt wurde ist H ebenfalls ein Pseudo-Wald

2. Jede Aufgabe hat mindestens Grad 2 = Alle Blitter miilen Maschinen sein. Matche jeweils Blatt mit der zugehoriger
Aufgabe und entferne beide (In jedem Schritt miilen Blétter Maschinen sein)

3. Ubrig bleiben gleichmiBige Zyklen. Matching von gegeniiberliegenden Kanten jedes Zyklus gibt einen perfektes Matching
O



Perfektes Matching Prozedur

23

Perfektes Matching von H

Der Algorithmus

Scheduling Approximation Algorithmus

Algorithmus Initialisierung

Suche Bereich der Werte T durch Berechnung des M akespans o der Greedy Suche = Suchintervall: [%, o]

Algorithmus: Scheduling auf unverbundenen parallelen Maschinen

1.

Nk v

Sucher per Bindire-Suche den kleinsten Wert T* € Z ™, fiir den LP(T) eine zulissige Losung besitzt
Finde eine EPL ¥ zu LP(T™)

Weise Maschinen alle integralen Aufgaben & zufolge zu

Erzeuge Graph H und und finde perfektes Matching M in H (durch Perfektes Matching Prozedur)
Weise Maschinen die partiellen Aufgaben Matching M zufolge zu

Approximationsgarantie des Algorithmus

Satz 19 (Approximationsgarantie des Algorithmus). Der Algorithmus erreicht eine Approximationsgarantie von Faktor 2 fiir das

Problem Scheduling auf unverbundenen parallelen Maschinen

Bewelis. e T* < OPT, da LP(OPT) eine zulissige Losung besitzt
e Die EPL & zu LP(T™) hat einen partiellen Makespan < T

e Daher hat die Beschrinkung auf integrale Aufgaben in & einen (integralen) Makespan < T*

e Jede Kante (i,7) von H geniigt p;; < T*. Das perfekte Matching von H teilt hochstens eine zusdtzliche Aufgabe pro

Maschine zu

e = Gesamte Makespan < 217" < 2 OPT

e Der Algorithmus lduft in polynomieller Zeit



Abschliessendes Beispiel

Beispiel 20. o Definiere Familie von Problemen, deren Instanz m aus m? — m + 1 Aufgaben, die auf 7 Maschinen gesetzt
werden sollen, besteht

e Erste Aufgabe hat Bearbeitungszeit m auf allen Maschinen, alle anderen haben Einheits—Bearbeitungszeit

e Optimaler Schedule setzt erste Aufgabe auf eine Maschine und verteilt jeweils m der restliche Aufgaben auf iibrige m — 1
Maschinen

o = Makespan = m. Ausserdem hat LP(T") keine zuldssige Losung fiir 7' < m

e Angenommen es wird die EPL zu LP(m) gewihlt, die i der ersten Aufgabe und m — 1 andere Aufgaben jeder der m
Maschinen zuweif3t

e = Der Algorithmus rundet eine Losung mit M akespan = 2m — 1

Zusammenfassung
e Faktor 2 Algorithmus zum Scheduling auf unverbundenen parallelen Maschinen angegeben
e Verfahren basiert auf LP-Rounding mit LP—Parametric—Pruning

e Spezielle Eigenschaften einer EPL des relaxierten Problems werden zur Approximation ausgenutzt
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