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1 Minimum Bandwidth

1.1 Minimum Bandwidth - Problem

e Die Ecken eines ungerichteten Graphen G = (V, E) sollen auf die ersten
|V| natiirlichen Zahlen gelegt werden

e Es soll dabei die maximal vorkommende Kantenlinge! minimiert werden.

e Verwendung: Hauptséchlich bei Matrixalgorithmen zur Konzentration der
Eintrége nahe der Diagonalen.

1.2 Ziel des Algorithmus

e Sei b* die optimal erreichbare Bandbreite

e Idee: Konstruiere ein dquivalentes Problem, das wir SDP-Relaxieren kén-
nen

e Ziel: Algorithmus, der eine Ordnung der Bandbreite b = b*O(,/% logn)
findet

e Bemerkung: Das Problem ist sehr schwer approximierbar, kein (1,5 — €)-
Algorithmus moglich.

1.3 Algorithmus
1.3.1 Konstruktion eines Hilfsproblems

Idee: Ordne die Ecken auf einem Viertelkreis des Radius n in gleichem Ab-
stand an und minimiere den maximalen euklidschen Abstand zweier verbunde-
ner Ecken.

(Zeichnung)

Minimiere die Bandbreite b unter |v;| = n und |v; — v;| <bV(i,j) € E

1.3.2 Relaxation des Hilfsproblems

Relaxiere Dimension von |v;|, lasse Integralitdtsbedingung fallen, minimiere b
unter:

vv; >0 Vi,j €{1,...,n}
lvi| =n vie{l,...,n}
lvi —v;| <b V(i,j) € E
1 1/1]S
|S|Z(w’_vj)226(|2|+1) VS C{l,...,n},Vie{l,...,n}
JjES

Die letzte Bedingung stellt dabei sicher, dass die Punkte weit genug ausgebreitet
sind (“spreading constraint”) Féllt etwas auf an diesen Bedingungen?

L Abstand zweier durch eine Kante verbundenen Ecken



1.3.3 Das Abstandsorakel

|;| > (i —v;)* > % ('2‘9|+1> VS C{l,...,n},Vie{1,...,n}

e Sortiere fiir jedes i die Klauseln (v; — v;) nach Gréfe

o Fiir jedes |S| iiberpriife die groften |S| Klauseln

e Da die rechte Seite nur von |S| abhéngt, ist dies bereits die groftmogliche
Summe der Klauseln

Damit 1dsst sich diese Bedingung in Polynomzeit erfiillen.

1.3.4 Der Algorithmus

1) Lose die SDP-Relaxation fiir G, erhalte vy, ..., v,

2) Beschaffe einen zufilligen Einheitsvektor é

3) Projiziere vy, ...,v, auf der Linie durch é

4) Waihle als Ordnung die Ordnung entlang dieser Linie

Dieser Algorithmus findet mit hoher Wahrscheinlichkeit eine Losung der Band-
breite b = b*O(,/ 4 logn)

1.4 Analyse

1.4.1 Analyse - Vorgehensweise

e Schneide die Kugel des Radius n um den Ursprung in Streifen senkrecht

zu é der Breite 8-vlosn
Vn

o Mit hoher Wahrscheinlichkeit kreuzt keine Kante in G mehr als 2 Streifen
(Lemma 1.4.2)

e Ebenfalls mit hoher Wkt. fallen alle Punkte bei der Projektion auf é auf
die mittleren n/b* Streifen.

e Durch éeby§ev zeigen wir dass hochstwahrscheinlich in keinen Streifen
mehr als O(vnb* logn) Punkte fallen. (Lemma 1.4.3)

e Damit ist die maximale Bandbreite bei dieser Ordnung b*O(+/n/b* logn)

1.4.2 Keine Kante in G kreuzt mehr als zwei Streifen

Fiir v € R" und einen zufilligen Einheitsvektor é gilt:

P (1oel < lol) 21— e



1.4.3 Verteilung der Ecken bei Zufallsprojektion

Erfiille vy, ..., v, die SDP-Bedingungen 1, 2 und 4. Sei X die Anzahl der Punkte
die bei zufélliger Projektion in einem Intervall I der Linge W landen. Dann gilt:

E[X] = O(W+/n) und E[X?] = O(W?nlogn)
Weiter gilt nach Cebygev:

i— > P(X > +/4n/b*/W2nlogn)
n

1.4.4 Nochmal der Algorithmus

1) Lose die SDP-Relaxation fiir G, erhalte vy, ..., v,

Do

)

) Beschaffe einen zufilligen Einheitsvektor é

3) Projiziere vy, ...,v, auf der Linie durch é

4) Waihle als Ordnung die Ordnung entlang dieser Linie

Dieser Algorithmus findet mit hoher Wahrscheinlichkeit eine Losung der Band-
breite b = b*O(,/ 4+ logn)

2 Minimum Bisection

2.1 Problem
2.1.1 Das Minimum Bisection Problem

Eine Bisektion vom Graphen G = (V, E) ist eine Partition von V in die Men-
gen S und S mit |S| = |V|/2. Die gesuchte minimale Bisektionsgrosse b(G) =
ming|E(S, S)| ist die minimale Anzahl der Kanten von S nach S. Solche Bi-
sektionen sind wichtig z.B. fiir Clustering, jedoch sehr schwer zu ndhern - die
"globale” Bedingung, dass S und S gleichmiichtig sind ist hinderlich.

2.2 Ziel des Algorithmus
2.2.1 Modellierung des Problems durch Zufallsgraphen

Es ist extrem schwer, Algorithmen auf der Menge aller Graphen zu testen bzw.
zu analysieren. Man schrankt sich daher auf ein Subset ein:
e Wihle V,n,S C V mit |V| =n und |S| =n/2
e Verbinde zwei Punkte mit Wahrscheinlichkeit p falls beide in S oder S
liegen
e Verbinde zwei Punkte mit Wahrscheinlichkeit ¢ falls einer in S und der
andere in S liegt

Die am Anfang gewahlte Menge S ist nun mit hoher Wahrscheinlichkeit die
minimale Bisektion, falls gilt:

p—q>cyplogn/n

Der nun entstehende Graph sei Grand



2.2.2 Eine neue Bedrohung: Der monotone Gegner
e Wihle V,n,S C V mit |V|=n und |S| =n/2

e Verbinde zwei Punkte mit Wahrscheinlichkeit p falls beide in S oder S
liegen

e Verbinde zwei Punkte mit Wahrscheinlichkeit ¢ falls einer in S und der
andere in S liegt

Ein monotoner Gegner darf nun Kanten des ersten Typs hinzufiigen und Kanten
des zweiten Typs entfernen.

Damit kann er nicht die optimale Losung #ndern. Der nun entstehende Graph
sei G

2.2.3 Swuche: Losung

e Gesucht ist nun eine zunidchst beliebige Funktion h(G) mit h(G) = b(G)
oft.

e Erinnerung: Die Bisektionsgrosse b(S) = |E(S, S)| ist die Anzahl der Kan-
ten von S nach S.

o Ansatz: SDP-Relaxierung!
e Erhalten einen Algorithmus, der h(GRrand) = b(GRrand) mit Wahrschein-
lichkeit 1 — 2n =5 erfiillt

2.3 Algorithmus
2.3.1 Vorarbeit vor dem Relaxen

h heift nach unten beschrénkt, falls. h(G) < b(G)
fiir jeden Graph G
h heikt monoton beschriinkt, falls fir G und Gt mit GT = G @ e gilt:

h(G) < h(GT) < h(G)+1

2.3.2 Die SDP-Relaxierung

Suche X € R"™ mit:
Zij xij = 0

)
)
) X Symmetrisch und positiv definit
)
)

= W N

Definiere h(G) = minxhx(G)

1—£1',j

5) mit hx(G) =3 jemicj 2



2.4 Analyse
2.4.1 ”Robustheit” von h

Wir zeigen zunéchst, dass die Funktion h einen monotonen Angreifer ignoriert.
Die durch das SDP-Verfahren gegebene Funktion h hat eine obere Schranke und
ist monoton beschrankt.

2.4.2 Giite von h

Fiir geniigend grofses c ist die Funktion A ”"wahrscheinlich gut”, i.e. ist mit Wahr-
scheinlichkeit 1 — 2n =5 gleich b iiber G ranq falls gilt:

p—q>cy/plogn/n

Beweis: Benutze das Dual des SDP
Dies ist eine Maximierung, der Maximalwert muss dabei kleiner sein als der
Minimalwert des urspriinglichen SDPs, aus diesem folgt A(Grand) > b(GRrand)-
Zusammen mit der Robustheit ist die Gleichheit gezeigt. Die hochstwahrschein-
lich richtige Losung ist dabei auch eine des SDPs.
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