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Definition und Problembeschreibung
Die Berechnung kurzer Vektoren in Gittern (= Menge aller ganzzahligen Linearkombinationen von vorgegebenen Vektoren im Qn) findet unterschiedlichste Anwendungen in der algebraischen Zahlentheorie, der ganzzahligen Optimierung und auch in der Kryptographie. Da die Berechnung kürzester Vektoren in Gittern NP-schwer ist, existieren keine effizienten Algorithmen. Allerdings reicht es für viele Anwendungen aus, einen „relativ“ kurzen Vektor zu bestimmen, was in polynomieller Zeit möglich ist. Im Weiteren werden zuerst einige grundlegende Definitionen und Eigenschaften von Gittern gegeben. Im Abschnitt „Kurze Vektoren in zweidimensionalen Gittern“ wird dann für den einfachen Fall der zweidimensionalen Gittern die Idee des Algorithmus vermittelt und anschließend im Abschnitt „Kurze Vektoren in n-dimensionalen Gittern“ formalisiert. Die Güte der Lösung wird nicht von der jeweiligen Gitterinstanz sondern nur von der Dimension des Gitters abhängen.
Definition: Gitter
Seien b1,…,bk ( Qn \ {0}. Dann heißt die Menge aller ganzzahligen Linearkombinationen 

L = {(1b1 + … +(kbk | (i ( Z}

das durch die Vektoren b1,…,bk erzeugte Gitter (englisch: lattice).

Die Länge eines Vektors b ist durch dessen euklidische Norm ||b|| gegeben.

Beispiel:

Qn =  Q, 
b1 = 8,  
b2 = 10, 

L = {8(1 + 10(2  | (i ( Z}

( 
2 = 1*10 – 1*8 ist ein Vektor des Gitters L und außerdem L = {2( | ( ( Z}
2 und -2 sind die kürzesten Vektoren in L.

Bemerkung: 

· Dieses Beispiel zeigt auch, dass ein Gitter minimale Erzeugendensysteme unterschiedlicher Größe haben. Deshalb sei die Basis eines Gitters ein Erzeugendensystem des Gitters mit minimaler Zahl an Elementen.

· Im Weiteren werden nur Gitter betrachtet, deren Rang n ist, d.h. Gitter, deren Basis aus n verschiedenen Vektoren bestehen. Die meisten Resultate gelten allerdings auch für Gitter von geringerem Rang.

Notation:   

· Für gegebene Vektoren b1, …, bn sei B die durch die Zeilenvektoren b1,…, bn aufgespannte Matrix. Im Weiteren sei {b1, …, bn} immer eine Basis von L.
· Quadratische Matrizen mit ganzzahligen Einträgen und Determinante ( 1 heißen unimodular.

Der nächste Schritt besteht darin, Charakteristika von Gittern zu finden, die unabhängig von der Darstellung des Gitters sind, d.h. unabhängig von der Wahl der Basis.

Satz: 

Gegeben seien a1,…,an ( L. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

1. a1,.., an bilden eine Basis von L

2. |det(B)| = |det(A)|

3. Es gibt eine unimodulare n x n Matrix U mit A = UB

Beweis: 

1 ( 2: 
b1,.., bn sind Basis von L 

Damit sind die  ai ganzzahlige Linearkombinationen der bi, also  A = (B B mit ( ganzzahlig

( det (A) = kB * det B  
mit kB ganzzahlig

Analog gilt: det (B) = kA * det A 

( |det(B)| = |det(A)|

2 ( 3: 
Wegen |det(B)| = |det(A)| ist |det (B| = 1 und damit (B unimodular

3(1: 
Da U unimodular ist, ist auch U-1 unimodular und damit B = U-1 A mit U-1 unimodular 

( Die Vektoren bi sind ganzzahlige Linearkombinationen der ai

( a1,…, an bilden eine Basis von L






q.e.d.
Folgerung:

Die Determinante eines Gitters ist bis auf Vorzeichen eindeutig bestimmt.  Sie wird mit det L bezeichnet. Geometrisch interpretiert gibt die Determinante eines Gitters L das Volumen des duch b1,…, bn aufgespannten Parallelepipeds an.

Beispiel:
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algorithm can, in principle, be used to obtain a polynomial factor algorithr.
— by an existential argument we will prove that this scheme gives rise &
a factor » approximate No certificate for the shortest vector problem::lx
contrast, for all other problems studied in this book, the best known *~
bound is actually polynomial time computable.

27.1 Bases, determinants, and orthogonality defect

In this chapter all vectors will be assumed to be row vectors, unless oths
stated Lot A denote the n X n matrix whose rows are the given veéct_..
ay,...,an. Let vectors by,...,b, € £, and let B denote the n x n .
whose rows are by, ..., by, Since @, .., a, can generate by, ..., by, B'=
where A is an n X n integer matrix. Therefore det(B) is an integer miilt;

of det{A). We will say that by, ..., b, form a basis for lattice £ if the’la i
eenerated by these vectors is precisely £. A square matrix with integer

whose determinant. is +1 will ha ealled ypimpedulor Ohserve that its *
is alen nrimedniar, ’

!
Theorem 27.3 Let vectors b1,....ba ¢ £ The following condstions
equivalent:

1. B1,-. ., ba form a basis for lattice L
2 Idet(B)] = |dot(A)] ‘
8, there is an n x n unimoduler matriz U sych that B=UA

Prfoof: Since a1,...,a. can generate by.  .b,. B = A4, whera A%
7 X 1 integer matrix. o

L

1=2: If by,...,b, form a basis for £, they can generate ai,...,@n- "L

fore, A = A'B, where A’ is an n X n integer matrix. -Heéfice

det{A)det(A’) = 1. Since both A and A’ have integer determinants
_det(A) = £1, and so |det(B)| = |det(A)|.

2= 3 Since |det(B)| = |det(A)|, det(A) = £1, and hence A is unimod

3=1:

Since U is unimodular, U™" is also unimodular. Now, A = U
and so each of ai,...,a, can be written as an integer linear coml
nation of by, ..., b,. Therefore, by,..., b, form a basis for L.

By Theorem 27.3, the determinant of a basts for £ is invariant, up t0.sig)
We will call |det(A)| the determinant of lattice £ and will denote it as detif
Observe that det £ is the volume of the parallelohedron defined by: the ba
vectors. Theorem 27.3 also tells us that we can move from basis to-basis:]
applying unimodular transforms. We will use this fact.in our algorithms:

‘The most. desirable basis to obtain is an orthogonal basis, since'it.
rentain-a ghortest.vector.of: £ (see -Exercise -27-1).:However..not-everv: |
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admits such a basis. For instance, the following 2-dimensional lattice has no
orthogonal basis. (The two shaded parallelohedra have volume det £ each.}

‘We will denote the Euclidean norm of vector a by lal|. Recall Hadamard’s
inequality, which states that for an n X n real matrix A,

[det{A)] < flarfl... |an].
This inequality holds with equality iff one of the rows of A is the zero vector

or else the rows are mutually orthogonal. Applying this inequality we get
that any basis by, ..., b, satisfies

det £5 Joull.. bl

Since none of the basis vectors is the zero vector, the inequality holds with

equality iff the basis is orthogonal. Let us define the orthogonality defect of

basis by, ..., by to be

610 - Ibw |
det £ '

Since det £ is invariant, the smaller the orthogonality defect of a basis, the
shorter its vectors must be.

Let us say that linearly independent vectors by, ..., by € L are primitive

if they can be extended to a basis of £. For a single vector, primitivity is easy
to characterize. Let us say that a € £ is shortest in its direction if za is not
a vector in £ for 0 < fa] < 1.

Theorem 27.4 Vector a € L is primitive iff @ is shortest in its direction.

Proof: Suppose.there is a basis. B of £ containing a. Any vectors of the

form za, where & is a scalar, that can be generated using B must have z € Z.
Tharefara-asicishortést i ita ditartion = e : - L




Bemerkung:

· Orthogonale Basen enthalten einen kürzesten Vektoren, da für alle v ( L:
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· Nach Hadamards Ungleichung gilt: det L ( ||b1||… ||bn||
mit Gleichheit genau dann, wenn die Vektoren b1,…, bn orthogonal sind.
Der Quotient 
[image: image3.wmf]1n
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 wird Orthogonalitätsdefekt der Basis genannt. Je kleiner der Orthogonalitätsdefekt einer Basis ist, umso mehr gleicht sie einer orthogonalen Basis und besteht deshalb aus kürzeren Vektoren (siehe hierzu auch das vorherige Beispiel).

Für die nächsten beiden Abschnitte wird noch der Begriff des primitiven Vektors benötigt. 

Definition: primitive Vektoren
Eine Menge von linear unabhängigen Vektoren a1,…, ak des Gitters L heißen primitiv, falls sie sich zu einer Basis ergänzen lassen. 

Satz: 

Ein Vektor a  ist primitv, wenn er in seiner Richtung am kürzesten ist.
Kurze Vektoren in zweidimensionalen Gittern

Die Idee zur Berechnung eines kürzesten Vektoren in einem zweidimensionalen Gitter ist dem euklidischen Algorithmus zur Bestimmung des ggT zweier ganzer Zahlen angelehnt. Auch hier werden jeweils sukzessive ganzzahlige Vielfache des einen Basisvektoren vom anderen Basisvektoren abgezogen, so dass die daraus entstehende Basis immer kürzer wird. Im Gegensatz zum allgemeinen Fall der n-dimensionalen Gitter findet der Algorithmus in zweidimensionalen Gittern nicht nur einen „relativ kurzen“ Vektoren sondern einen echt kürzesten Vektoren.
Satz: 

Sei ( der Winkel zwischen den Basisvektoren b1 und b2. Dann gilt:

Ist 60( ( ( ( 120(, dann ist b1 ein kürzester Vektor von L.

Beweis: (durch Widerspruch)

Annahme: Es gibt einen noch kürzeren Vektor b.

b1 und b2 sind primitiv

( 
b ist nicht von b1 oder b2 linear abhängig

( 
b bildet entweder mit b1, b2, -b1 oder –b2 einen Winkel von maximal 60(
Sei D die durch b und diesen Vektor gebildete 2(2 Matrix. 

( 
|det D| < ||b1|| ||b2|| sin ( = det L 

( 
Widerspruch zu det D = k(det L mit k (Z. 





q.e.d.
Dieser Satz bildet die Grundlage für folgende Proposition, die die Grundlage für die Korrektheit des Algorithmus darstellt.

Proposition: 

Sei 
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 die Komponente von b2, die in Richtung von b1 zeigt. Dann gilt: 

Erfüllt eine Basis die Bedingungen  ||b1|| ( ||b2|| und |µ21| ( ½ dann ist b1 ein kürzester Vektor von L.

Beweis:

Es gilt: 
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Also ist cos ( ( ½ und damit  60( ( ( ( 120(
Algorithmus 1: kürzester Vektor in Dimension 2

1. Initialisierung: o.B.d.A 
||b1|| ( ||b2||

2. While (Bed von Prop. 1 nicht erfüllt)
 
a) If |(21| > ½ 
Then
 

b2 = b2 – mb1 mit m = round ((21)
 
b) If ||b1|| > ||b2||
 

Tausche b1 und b2
3. Return b1
· Korrektheit:
Nach Schritt 2a) ist immer die erste Bedingung von Proposition 1 erfüllt.
Ist die Bedingung von Schritt 2b) erfüllt, so sind alle Bedingungen von Proposition 1 erfüllt, also ist die Ausgabe korrekt.

· Termination:
||b1||(||b2|| wird in jedem Schritt kleiner. Da es nur eine endliche Menge an Gittervektoren innerhalb eines gegebenen Radius gibt, terminiert der Algorithmus.

Kurze Vektoren in n-dimensionalen Gittern

In n-dimensionalen Gittern wird ein „relativ kurzer“ Vektor in ähnlicher Weise bestimmt wie in zweidimensionalen Gittern. Hierzu benötigt man die Gram-Schmidt-Orthogonalisierung, die später im Algorithmus so weit wie es die Ganzzahligkeit der Koeffizienten zulässt, durchgeführt wird. 
Theorem: Gram–Schmidt–Orthogonalisierung
Seien x1,…,xn (IRn linear unabhängig. Definiere rekursiv:

· x1* = x1
· xi* = 
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mit µij := 
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· M := (µ’ij) 

mit 
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Dann gilt:

a) xi* ( 0, 
xi*xj* = 0 für i ( j, 

<x1,…,xn > =<x1*,…,xn*>

b) xi* ist die Projektion von xi auf <x1,…,xi-1>(
c) (x1*,…,xn*)  = (x1,…,xn ) * M

Zusammen mit der Definition der Koeffizienten µij ergibt sich damit für eine Basis: 

· Mit µii = 1 folgt damit für eine Basis: bi= 
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· Für j < i: 
bi(j) := µijbj* + µi,j+1bj+1*+…+bi*
Weiterhin bezeichne im  Folgenden OPT die Länge des kürzesten Vektors eines Gitters L.
Lemma:
Sei b1,…,bn eine Basis des Gitters L und b1*,…,bn* die Gram-Schmidt-Orthogonalisierung der Basis. Dann gilt:
OPT ( min{||b1*||, …, ||bn*||}

Beweis: 

Sei 
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 ein kürzester Vektor von L, wobei k der größte Index mit (k ( 0.

Dann ist mit bi = 
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  und µii = 1: 
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mit 
(k* = (k 

Da b1*,…,bn* orthogonal sind und (k ganzzahlig, folgt:
 OPT2 = ||v||2 ( (k2 ||bk*||2 ( ||bk*||2 

Damit: 
OPT ( min {||b1*||2,…, ||bn*||2}






q.e.d.

Die nächste Definition dient dazu, ein Abbruchkriterium für den Algorithmus zu definieren.

Definition:
Eine Basis b1,…,bn eines Gitters L heißt Gauß-reduziert, wenn 
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 und |µi+1,i| ( ½ 

Damit hat der Algorithmus für die Berechnung eines relativ kurzen Vektors in n-dimensionalen Gittern folgende Form:

Algorithmus 2: kürzester Vektor in Dimension n

1. While (b1,…,bn nicht Gauß-reduziert)
 
For i = 1 to n do  
 

If |(i+1,i| > ½ 
Then
 

 
bi+1 = bi+1 – mbi mit m = round ((i+1,i)
 
Wähle i beliebig mit ||bi|| > 
[image: image14.wmf]2
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||bi+1|| und
 
vertausche bi und bi+1
2. Return b1
Theorem:

Algorithmus 2 terminiert nach einer polynomialen Anzahl von Iterationen. Die Approximationsgüte beträgt 2(n-1)/2
Beweis:

· Approximationsgüte:
Für 1 ( i ( n-1 gilt: 
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· Termination:
Definiere: 
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Dann gilt:
- 
Schritt 1a) verändert nicht die Gram-Schmidt-Orthogonalisierung von b1,…, bn und benötigt 
O(n) arithmetische Operationen
- 
Wird in 1b) eine Vertauschung vorgenommen, so verringert sich ( mindestens um 
[image: image19.wmf]2
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Für die initialer Basis a1,…, an gilt außerdem: 
 ( ( (max {||ai||})n(n-1)/2


Es genügt nun zu zeigen, dass  ( ( 1, denn für die Zahl der Iterationen gilt dann:
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zu ( ( 1:
Schreibe die bi als Linearkombinationen der bi* und definiere Bk als die k ( k unteren Dreiecksmatrizen, deren Reihen durch die bi gebildet werden. Dann gilt:
 

det Bk = ||b1*|| … ||bk*||
( 
det BkBkT = ||b1*||2 … ||bk*||2 ( 1
( 
( = 
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q.e.d.

Bemerkung:

Eigentlich müsste gezeigt werden, dass die Zahl der Bitoperationen polynomial beschränkt ist und nicht nur die Zahl der arithmetischen Operationen. Eine einfache Erweiterung von Algorithmus 2 stellt diese Bedingung sicher, allerdings zu Lasten einer schlechteren Approximationsgüte. Für diesen Algorithmus reicht die Definition einer Gauß-reduzierten Basis nicht mehr aus, man benötigt eine stärkere Bedingung, nämlich Lovász-reduzierte Basen.

Definition:

Eine Basis b1,…, bn des Gitters L ist Lovász-reduziert, wenn sie Gauß-reduziert ist und gilt:

· Für 1 ( j < i ( n: 
|µij| ( ½

Mit dieser Bedingung erhält man den folgenden 

Satz:

Der Orthogonalitätsdefekt einer Lovász-reduzierten Basis ist durch 2n(n-1)/4 beschränkt.

 Bemerkung:
Erweitert man nun Algorithmus 2 so, dass eine Lovász-reduzierte Basis entsteht, dann kann man zeigen, dass der Algorithmus nach einer polynomiellen Anzahl an Bitoperationen terminiert und wegen obigen Satzes eine Approximationsgüte von 2n(n-1)/4 hat. Dieser Algorithmus geht auf Lenstra, Lenstra und Lovász zurück und ist deshalb unter dem Namen LLL-Algorithmus bekannt.
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