Seminar: Wie genau ist ungefahr

Vortraqg 20:

Kurze Vektoren in Gittern

Kerstin Bauer

Sommerakademie Gorlitz, 2007



Definition und Problembeschreibung

Definition: Gitter

Seien by,...,bx € Q". Dann heiRt die Menge aller
ganzzahligen Linearkombinationen
L ={Abs + ... +Aby | Ai € IN}
das durch die Vektoren by,...,by erzeugte Gitter.
Die Lange eines Vektors ist durch dessen euklidische

Norm gegeben.

Problembeschreibuna:

Finde einen klrzesten Vektor in einem gegebenen Gitter

Anwendunaq:

Algebraische Zahlentheorie

Beispiel:

Q"= Q,b;=8, b,=10, L = {8\, + 104, | i  IN}

= 2 =1*10- 1*8 ist auch ein Vektor des Gitters und
damit: L = {21 | A € IN}

2 und -2 sind die kirzesten Vektoren in L.



Bemerkungen:

¢ Im Weiteren haben alle Gitter vollen Rang, d.h. sie
spannen den kompletten Raum Q" auf.

e Die Berechnung eines kirzesten Vektoren ist NP-hart,
allerdings existieren polynomielle Algorithmen, die einen
zrelativ kurzen* Vektor bestimmen, dessen Lange um
maximal einen nur von der Dimension, nicht vom Gitter

abhangigen Vorfaktor abweicht.

Notation:

e B sei die durch die Zeilenvektoren by,.., b, aufgespannte
Matrix

e Vektoren ay,.., a, bilden eine Basis eines Gitters L, wenn
sie das Gitter L aufspannen

e Quadratische Matrizen mit ganzzahligen Eintragen und

Determinante +1 heifden unimodular



Basen, Determinanten und
Orthogonalitatsdefekt

Sei im Weiteren b4,.., b, immer eine Basis von L.

Satz:

Gegeben seinen ay,.., a, € L. Dann sind aquivalent:
1. ai,.., aybilden eine Basis von L

2. |det(B)| = |det(A)]

3. Es gibt eine unimodulare n x n Matrix U mit A = UB

Beweis:

1 = 2: by,.., b, sind Basis von L
= ay, ..., a, Sind ganzz. Linearkombinationen der b;
= A=Ag B mit A ganzzahlig
= det (A) = kg *det B mit kg ganzzahlig
Analog: det (B) =k * det A
= |det(B)| = |det(A)]

2 = 3: Wegen |det(B)| = |det(A)] ist |det Ax] = 1 und damit
Aa unimodular

3=1: Da U unimodular ist, ist auch U™ unimodular
—=B=U'A mitU" unimodular
= Die Vektoren b; sind ganzzahlige LK der a

— ai,..., a, bilden eine Basis von L



Folgerung:

Die Determinante eines Gitters ist bis auf Vorzeichen

eindeutig bestimmt und wird mit det L bezeichnet.

Geometrische Interpretation:

|det L| gibt das Volumen des durch bq,...,b, aufgespannten

Parallelepipeds an.

Beispiel:

L
L




Bemerkungen:

¢ Orthogonale Basen beinhalten einen kirzesten Vektor

e Hadamards Ungleichung: |det B| < ||b4]]...||bn]|

und Gleichheit, wenn die a; orthogonal sind
= |det L] < [[b4]]...[|bq]l,
Gleichheit bei orthogonalen Vektoren

[By]-..[Ib, |

wird Orthogonalitatsdefekt der Basis
det L

by,...,b, genannt. Je kleiner der Defekt, desto kirzer sind

die Vektoren.

Definition: primitive Vektoren

Linear unabhéangige Vektoren bg,...,bx heilden primitiv,

wenn sie sich zu einer Basis von L erganzen lassen.

Satz:
Ein Vektor a ist primitiv, wenn er in seiner Richtung am

klUrzesten ist.



Klrzeste Vektoren in zweidimensionalen
Gittern
Idee:
Wie im euklidischen Algorithmus zur Bestimmung des ggT
schrittweises Ersetzen der Basis durch eine Basis mit

klrzeren Vektoren.

Bezeichnung:

0 sei der Winkel zwischen den Basisvektoren b, und b,.

Satz:

Ist 60° < 0 <120°, dann ist by ein kiirzester Vektor von L.

Beweis:

Annahme: Es gibt einen noch kirzeren Vektor b.

b, und b, sind primitiv

= b ist nicht von b, oder b, linear abhangig

= Fallunterscheidung:
b bildet entweder mit by, b,, -b; oder —b, einen Winkel
von maximal 60°

Sei D die durch b und diesen Vektor gebildete 2x2 Matrix.

= |det D| < ||by]| ||b2|| sin 6 = det L

= Widerspruch zu |det D| = k-det L mitk €Z.



bz 'bl

Bezeichnung: p,,= .
6]

(dabei ist y,; by, die Komponente von b, die in Richtung von

b, zeigt)

Proposition 1:

Erflllt eine Basis
o ||by] < [|b2]
o |Ha| <72

dann ist by ein kiurzester Vektor von L.

Beweis:

Es gilt: cos 0= 22 01— Karill
b, IHb, ]l b,

Also ist cos 0 <% und damit 60° <0 <120°



Algorithmus 1: kirzester Vektor in Dimension 2

1. Initialisierung: 0.B.d.A [|b1|| < ]|b2]]
2.  While (Bed von Prop. 1 nicht erftllt)
a) If |uo| > Y2 Then
b, = b, — mb; mit m = round (uy1)
b) It {|ba]| > |||
Tausche b; und b,
3. Return b,

o Korrektheit:
Nach Schritt 2a) ist immer die erste Bedingung von

Proposition 1 erfllt.

Ist die Bedingung von Schritt 2b) erfullt, so sind alle
Bedingungen von Proposition 1 erfillt, also ist die
Ausgabe korrekt.

e Termination

[|b1||-||b2]| wird in jedem Schritt kleiner. Da es nur eine
endliche Menge an Gittervektoren innerhalb eines

gegebenen Radius gibt, terminiert der Algorithmus.



Kilrzeste Vektoren in n-dimensionalen
Gittern

Fur den Algorithmus wird das Gram-Schmidt-

Orthogonalisierungsverfahren bendgtigt.

Theorem: Gram-Schmidt—Orthogonalisierung

Seien Xy, ...,.X, €IR" linear unabhéngig. Definiere rekursiv:
¢ X1 =X

* 1-1 X * XJ*

— * . . — 1
® Xi =X, - E uinj mit Mij -= < x
=1

i N

(1 j=i
e M:= (W) mit p';=70  j>1
By I
Dann gilt:
a)x; #0, xx =0furiz] X1, Xp > =<Ky e Xy >

b) x; ist die Projektion von x; auf <x,...,X.1>"

C) (X1 1o Xn) = (Xg,.eXn ) * M



Bezeichnungen / Feststellungen:

e Mit ; = 1 folgt damit fiir eine Basis: b= ) p.b/’

i1
o FlUrj<i: b := “ijbj* + U-i,j+1bj+1*+---+bi*

e OPT := Lange des kirzesten Vektores eines Gitters L

Lemma:

Sei by,...,b, eine Basis des Gitters L und by ,...,b, die Gram-
Schmidt-Orthogonalisierung der Basis. Dann qilt:

OPT > min{||by |, ..., |bn [}

Bewels:

k
Sei v= ) Ab; ein kirzester Vektor von L, wobei k der
=1

grofdte Index mit Ay = 0.

Dann ist mit b= > p.b." und p; = 1:
=1

v=>"Ab mit A =

Da b, ,...,b, orthogonal sind und A, ganzzahlig, folgt also
OPT? = ||vI[* = M2 |Ibi 117 = ||bi |1

Damit:
OPT 2 min {|[b,][%,..., ||bx ||



Definition:

Eine Basis b4,...,b, eines Gitters L heild3t Gaul3-reduziert,

wenn gilt:
o bl <= b, Ol
7

o || %2

Algorithmus 2: kiirzester Vektor in Dimension n
1. While (by,...,b, nicht Gaul3-reduziert)
Fori=1tondo
If |wi+i| > Y2 Then

bi+1 = bi+1 — mbi mit m = round (Hi+1,i)

e . 2
Wabhle i beliebig mit ||bi|| > —=||bi+1]| und
g mit ||| ﬁll |
vertausche b; und b4
2. Return b,
Theorem:

Algorithmus 2 terminiert nach einer polynomialen Anzahl

von lterationen. Die Approximationsgiite betragt 20"



Bemerkunaq:

e Eigentlich misste gezeigt werden, dass die Zahl der Bit-
Operationen polynomial beschrankt ist und nicht nur die
Zahl der arithmetischen Operationen.

e Eine einfache Erweiterung von Algorithmus 2, die
Lovasz-reduzierte  Basen benutzt, erfullt diese

Bedingung.

Definition:

Eine Basis by,..., b, des Gitters L ist Lovasz-reduziert, wenn
gilt:
e by,..., b,ist Gaul3-reduziert

e FUrl<j<isn: |yl

Satz:

Der Orthogonalitatsdefekt einer Lovasz-reduzierten Basis ist

durch 2"™Y4 peschrankt.



